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 چکیده 

این   معرفی  ،  مقالهدر  به  ابتدا  نامساوی  هایماتریسما  و  مثبت  برای  معین  مشهور  مثبت    هایماتریسهای  معین  نیمه 

بررسی  .  پردازیممی و  بیان  به  آننامساویسپس  مشابه  قطعههای  ماتریس  برای  که  را  اثبات شدهها  میای  سپس  .  پردازیماند 

 .  کنیمای و گسترشی تعریف میقطعه  هایماتریسمیانگین هندسی و چند میانگین دیگر را برای 

 

 . خطی مثبتنگاشت ،  چویی نامساوی، ماتریس گسترشی، ایماتریس قطعه، تابع یکنوای ماتریسیهای كلیدی:  واژه
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 مقدمه   -1

دهه اخیر  در  نامساوی  دانانریاضیهای  مختلف  حالات  بررسی  به  پرداخته متعددی  می.  اندها  ریاضیدانان  این  به  ازجمله  توان 

از آن  3و سبابه ،  2بهاثیا ،  1کیتانه  2010در سال  .  در مجلات مختلف ریاضی منتشر شده است  هااشاره کرد که مقالات فراوانی 

. را ارائه داد  4های ماتریسی جدید از نوع هاینزها نامساویکیتانه چند نامساوی معروف را به دست آورد سپس با استفاده از آن

سال   تا  زمینه    2020همچنین  در  فراوانی  و    هایماتریسمقالات  مثبت  چقطعه  های ماتریسمعین  به  استای  رسانده  .  اپ 

چندین سال    6و باخرد  5همچنین صال مصلحیان.  توان به مقالات بهاثیا اشاره کردهای دیگر در این زمینه میپژوهش  ازجمله

 .  اند است که در این زمینه مقالات متعددی به چاپ رسانده

  یک فضای خطی مختلط و  Xهمچنین  ،  گردد ها قید  مگر یکی از آن،  باشدمی یا    همان    در این بخش منظور از میدان  

A ،باشدجبری مختلط می  . 

کنیم  .  1.  1تعریف باشد  (+,X)فرض  آبلی  میدان    X.  گروه  روی  برداری  فضای  نگاشت  می  Fرا  هرگاه  با    نامیم 

 دارای خواص زیر باشد: ضابطه 

 .  به ازای   (1)

 .  به ازای   (2)

 به ازای   (3)

 .  به ازای   (4)

وجود داشته  نامیم هرگاه یک تابع  یک فضای برداری مختلط )حقیق( را یک فضای ضرب داخلی می. 2. 1تعریف 

 دارای خواص زیر باشد: بطوریکه به ازای هر ، باشد

(1)   

(2)   

(3)   

(4)   

(5)  

هرگاه دارای خواص ،  نامیم  Eرا یک متر روی    نگاشت  .  ای ناتهی باشدمجموعه   Eفرض کنیم  .  1.  3تعریف  

 زیر باشد: 

 .  به ازای هر   (1)

(2)   

(3)   

  به ازای هر  (4)

 
1 - Kittaneh 
2 - Bhatia 
3 - Sababheh 
4 - Heinz 
5 - Sal Moslehian 
6 - Bakherad 
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یک فضای متریک کامل نسبت به متر تعریف شده   Hنامیم هرگاه  را یک فضای هیلبرت می  Hفضای ضرب داخلی  .  1.  4تعریف

 .  به وسیله ضرب داخلی باشد

 هرگاه:  ،  را یک شبه نرم نامیم  تابع   یک فضای خطی روی   Xفرض کنیم .  1. 5تعریف 

 باشیم:  داشته به ازای هر  (1)

 

 داشته باشیم:  ازای هر به   (2)

 
 .  x=0ایجاب کند که  P(x)=0هرگاه ،  را یک نرم نامیم P.  باشد Xیک شبه نرم روی فضای خطی    pفرض کنید . 1. 6تعریف 

باشد نرم  یک  دارای  خطی  فضای  است  Xگوییم    آنگاه،  اگر  دار  نرم  فضای  کنید  .  یک  باشد  Hفرض  هیلبرت  فضای  .  یک 

 .  در نظر بگیرید Hکراندار و خود الحاق روی ،  را فضای همه عملگرهای خطی  

هیبلرت   همچنین   فضای  روی  کراندار  و  عملگرهای خطی  ترتیب مجموعه همه  به  مجموعه همه   Hرا  و 

 .  در نظر بگیرید عملگرهای مثبت در  

روی  .  1.  7تعریف   خطی  همپیچی  می  Xبه    Xاز    نگاشت    Xیک  زیر صدق  اصول  در  که  تمام  .  کنداست  )برای 

 

(1)  

(2)  

(3)  

 .  دوسویی است، به اینکه هر همپیچی ( اشاره دارد3اصل )

ساده.  1.  8تعریف   بطور  یا  جبری  روی  همپیچی  روی  ،  Aتر همپیچی  زیر صدق  ،  Aیک همپیچی خطی  اصل  در  که  است 

 .  کند می

 
 

 .  1. 9تعریف 

 شود جبر نامیده می -با همپیچی ، Aجبر   (1)

 . دار و مختلط با همپیچی استجبری نرم، دارجبر نرم -  (2)

 .  دار کامل استجبر نرم -جبر باناخ نیز یک   -  (3)

 جبر باشد:  -یک ، Aفرض کنید  .  1. 10تعریف 

نشان    را با  ،  Aمجموعه اعضای خود الحاق  .  هرگاه  ،  را خود الحاق )هرمیتی( نامند  عضو    (1)

 .  دهندمی

 .  هرگاه  ، را نرمال نامند عضو    (2)

  آنگاه ،  را طولپا و اگر    u  آنگاه،  اگر    هرگاه  ،  را یکانی نامند  عضو    (3)

 .  نامندآن را هم طولپا می
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که آن  ،  یک گروه است  U(A)توان نشان داده  به سادگی می.  دهند نمایش می  U(A)را با    Aمجموع متشکل از اعضای یکانی  

 .  نامندمی Aرا گروه یکانی 

   آنگاه،  جبر یکانی باشد و   -یک   Aاگر 

  

 گرفتتوان نتیجه بنابراین به آسانی می. اگر و فقط اگر  

 

کنید  .  1.  11تعریف   دو    Bو    Aفرض  باشند  -هر  همریختی  .  جبر  یک    هر  را  باشد  همپیچی  حافظ   -که 

می دیگر.  گویندهمریختی  عبارت  است  -یک    همریختی  ،  به  هر  ،  همریختی  برای  باشیم:    هرگاه  داشته 

  . 

برای هر  ،  گویند جبر می  را یک    A،  باناخ باشدجبر    -یک    Aفرض کنید  .  1.  12تعرف   داشته باشیم    هرگاه 

  . 

 جبر یکانی است با همپیچی مزدوج مختلط یک   میدان اسکالر  . 1. 13مثال 

 
 داریم:  و برای هر  

 
 

 گسترشی مثبت،  ایقطعه،  معین مثبت هایماتریس

معرفی   به  ابتدا  قسمت  این  می  هایماتریسدر  مثبت  قطعه،  پردازیممعین  تعریف  به  باتوجه  و  قطعه  هایماتریس،  سپس  ای 

 .  کنیمگسترشی مثبت را معرفی می هایماتریسدرنهایت 

 اگر نویسیم  نامیم و میرا نیمه مثبت معین )نامنفی معین( می Aمختلط  یک ماتریس  .  2. 1تعریف 

 

A اگر  نویسیم شود و میمثبت معین نامیده می 

 

 را درنظر بگیرید به طوری که  ، تجزیه  برای هر  .  2. 2تعریف 

 

 .  نمایید[ مراجعه 11برای مطالعه بیشتر به ]. گویند می Aبه این تجزیه دکارتی  

 کنیم را به صورت زیر تعریف می برد عددی ماتریس  .  2. 3تعریف 

 

 یا به صورت

 

 بنابراین
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 .  است که باتوجه به رابطه زیر با نرم عملگری هم معادل است واضح است که برد عددی یک نرم روی 

(2 .1)     

نامیم هرگاه قسمت حقیقی آن معین مثبت باشد به عبارت دیگر را یک ماتریس گسترشی می  ماتریس  .  2.  4تعریف  

  . 

 .  باشد که تحت وارون پایا استمی مثبت یک مخروط محدب در   گسترشی  هایماتریسفضای همه 

 را یک قطعه در صفحه به صورت زیر در نظر بگیرید  برای .  2. 5تعریف 

 
 .  باشد ای لزوماً یک ماتریس گسترشی میواضح است که هر ماتریس قطعه

و    A  آنگاه،  برای  ،  اگر   می  RAنامنفرد  مثبت  همچنین .  باشدمعین 

 برای هر ماتریس غیرصفر    دهد که  نتیجه می  از طرفی    

 .  و همچنین 

 .  قرار بگیرد در   aبه ازای یک  Aنامیم هرگاه برد عددی ای میرا یک ماتریس قطعه یک ماتریس  

 .  نویسیم  می، که  وقتی. نامیم می Aای را اندیس قطعه aکوچکترین 

 اند: را به صورت زیر تعریف کرده میانگین عملگری برای دو ماتریس گسترشی  ، اخیراً

 آنگاه . فرض کنید  . 2. 6تعریف 

 
 .  باشدمی Bو  Aمیانگین هارمونیک  به طوریکه  

انازه احتمال تابع مشخصه متناظر   و    یک تابع عملگری یکنوامی باشد به طوریکه    تابع  

 .  باشدمی با  

 آنگاه ، یک تابع عملگری یکنوا باشد به طوریکه  و   فرض کنید  

(2 .2  ) 

 . است اندازه احتمال تابع   که 

 کنیم را به صورت زیر تعریف می .  یک ماتریس گسترشی باشد و   فرض کنید  .  2. 7تعریف 

(3 .2)   

 . است اندازه احتمال تابع   که 

 همچنین میانگین هاینز را به صورت زیر تعریف کردیم: . برای 

 

 

 .  باشدمی پذیر و  دو عملگر معکوس Bو  Aکه 
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 آنگاه ، دو عملگر مثبت باشند Bو   A[ اگر 27]. 2. 8لم 

 

 . برای 

 آنگاه . باشند و   گسترشی هایماتریس فرض کنید  .  2. 9قضیه 

 
 بنا بر تعریف داریم. برهان

 

 

 

 

 

 .  باشد نیز گسترشی می گسترشی باشند آنگاه   Bو  Aایم که اگر قبلاً اشاره کرده

 داریم  16.  2آنگاه بنا بر لم . گسترشی باشند هایماتریس فرض کنید  .  برهان

 

 

 

 .  نامساوی گزاره قبل را داریم ای باشند وارونقطعه های ماتریس که  وقتی

 

 ای قطعه  هایماتریسهایی برای نامساوی

اند را بیان و بررسی  ای اثبات شدهقطعه  هایماتریسبرای    2017[ در سال  25]  8و وانگ   7هایی را که توسط لیوابتدا نامساوی

 .  کنیممی

 آنگاه . که به طوری  قرار دهید  .  3. 1قضیه 

 

 آنگاه . که به طوری  قرار دهید  .  3. 2قضیه 

 

 
7 Liu 
8 Wang 
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 ما داریم، 15. 2به طور متناظر و به کار بردن لم ، 1. 3در قضیه   Bو  Aهای  با جایگذاری معکوس. برهان

 

 
 گرفتن از دو طرف نامساوی فوق خواهیم داشتبا معکوس 

 

 داریم ، های میانگین حسابیو خاصیت 18.  2لم ، با استفاده از نامساوی اخیر

 

 

 

 

 آنگاه . که ری به طو قرار دهید  .  3. 3قضیه 

 

 . j=1,…,nبه ازای 

 داریم، 19. 2با استفاده از لم . برهان

 

 

 

 آنگاه  . که به طوری  قرار دهید  . 3. 4نتیجه 

 

 . j=1,…,nبه ازای 

 آنگاه  . که به طوری  قرار دهید  . 3. 5نتیجه 

 

 .  روی  برای هر نرم یکانی پایای  

 ما داریم،  15. 2با استفاده از لم . برهان
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 آنگاه  . که به طوری  قرار دهید  . 3. 6نتیجه 

 

 .  روی  برای هر نرم یکانی پایای  

 ای شامل میانگین هاینزقطعه  هایماتریسهایی برای نامساوی. 3. 0. 5

اند را  رساندهای به اثبات  قطعه  های ماتریسبرای  ،  2020و همکارانش در سال    9در این بخش چند نامساوی مهم که توسط مائو

 [ 26]. کنیمبیان و بررسی می

 آنگاه  . که به طوری  قرار دهید  .  3. 7قضیه 

 
 داریم 15. 2با استفاده از لم . برهان

 

 

 

 

 آنگاه  . که به طوری  قرار دهید  .  3. 8قضیه 

 
 داریم  17. 2و لم  15. 2با استفاده از لم . برهان

 

 

 

 

 آنگاه  ، و قرا ر دهید   که به طوری  قرار دهید  .  3. 9قضیه 

 

 داریم  7. 3و  12.  2های با استفاده از قضیه. برهان

 
9 Mao 
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 داریم  8. 3و  12. 2های  همچنین با استفاده از قضیه

 

 

 

 آنگاه  ، و قرا ر دهید   که به طوری  قرار دهید  . 3. 10قضیه 

 
 . j=1,…,nبه ازای 

 داریم  19. 2و لم  9. 3با استفاده از قضیه . برهان

 

 

 و به طور مشابه

 

 

 

به دست    10.  3نتیجه زیر را باتوجه به این نکته و قضیه  .  داریم    دانیم برای هر  می

 آوریم: می

 آنگاه  ، و قرا ر دهید   که به طوری قرار دهید  . 3. 11نتیجه 

 

 آنگاه  ، و قرا ر دهید   که به طوری قرار دهید  . 3. 12نتیجه 

 

 .  به ازای هر نرم یکانی پایا 

 داریم  19. 2و لم  9. 3با بکار بردن قضیه . برهان

 

 

 

 و

 



 مطالعات علوم کاربردی در مهندسی 

 83-107، صفحات 1401، تابستان 2، شماره 8دوره 

92 

 

 

 

 آنگاه  ، و قرا ر دهید   که به طوری  قرار دهید  . 3. 13قضیه 

 
 آنگاه خواهیم داشت، دارای قسمت حقیقی مثبت باشد Xدانیم اگر می. برهان

 

 بنابراین

 

 داریم ، 18. 2معین مثبت و لم   هایماتریسبرای  با بکار بردن تابع محدب  

 

 

 

 

 

 
 .  اندای بدست آوردهقطعه  هایماتریسهای مهمی را برای برد عددی [ نامساوی9و همکارانش ] 10اخیراً بدرانی

 داریم ، آنگاه برای . فرض کنید  . 5. 1نتیجه 

 
 .  شوداثبات می 34. 2و لم  19. 2لم  ، 23. 2با بکار بردن لم . برهان

 داریم ، آنگاه برای . فرض کنید  .  5. 2قضیه 

 

 .  برهان

 

 

 

 

 

 
10 Bedrani 
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لم   از  استفاده  با  را  اول  لم  ،  19.  2نامساوی  از  استفاده  با  را  با  ،  32.  2نامساوی دوم  را  لم  نامساوی سوم  از  و    19.  2استفاده 

 .  ایمبدست آورده 1. 2نامساوی آخر را با استفاده از لم 

 

 

 

 

 
لم   از  استفاده  با  را  اول  لم  ،  19.  2نامساوی  از  استفاده  با  را  با  ،  32.  2نامساوی دوم  را  لم  نامساوی سوم  از  و    19.  2استفاده 

 .  ایمبدست آورده 1. 2نامساوی آخر را با استفاده از لم 

 داریم ، آنگاه برای . فرض کنید  .  5. 3قضیه 

 
 .  برهان

 

 

 

 

 
لم   از  استفاده  با  را  اول  لم  ،  19.  2نامساوی  از  استفاده  با  را  لم  ،  31.  2نامساوی دوم  از  استفاده  با  را  و    22.  2نامساوی سوم 

 .  ایمبدست آورده 21. 2نامساوی آخر را با استفاده از لم 

 . یر را خواهیم داشتنامساوی مشهور ز، و ما برای  a=0آنگاه داریم  ، مثبت باشد Aاگر 

 
 آنگاه  . فرض کنید  . 5. 4نتیجه 

 

 .  t=1فرض کنیم ،  3. 5کافیست در قضیه . برهان

 آنگاه  . فرض کنید  .  5. 5قضیه 

 
 .  برهان

 

 

 

 

 
بدست    21.  2و نامساوی آخر را با استفاده از لم    19.  2نامساوی دوم را با استفاده از لم  ،  1.  2استفاده از لم  نامساوی اول را با  

 .  ایمآورده
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 .   آنگاه  و   فرض کنید  . 5. 6گزاره 

 واضح است که فرض کنید  .  برهان

 
 داریمآنگاه برای هر بردار یکه  . [01]روی بازه  برای هر اندازه مثبت  

 

 

 

 که

 

اینکه   به  اثبات کردیم که  .    داریم  برای هر    با توجه  پایا    قبلاً  تحت جمع و وارون 

 ما داریم ، در حقیقت. یا   کافیست نشان دهیم که  ، دهیم که  نشان می. است

 

 

 

 

 .  شودو برهان تمام می دهد  که این نشان می

 داریم ، 2. 2بنا بر رابطه 

 

 . نتیجه زیر را داریم، 6. 5پس با استفاده از گزاره 

 .  آنگاه  . و   فرض کنید  . 5. 7نتیجه 

 در یک حالت خاص داریم: 

 .  آنگاه  . و   فرض کنید  . 5. 8نتیجه 

 آنگاه .  اگر   قرار دهید . 5. 9نتیجه 

 

با  .  را در نظر بگیریم  توانیم  ما می،  و هر    fبدیهی است که برای هر تابع یکنوای نامنفی  .  برهان

 داریم 30. 2و لم  21. 2استفاده از لم 
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 داریم  30. 2و  19. 2های لم، 7. 5سپس با استفاده از نتیجه 

 

 

 

 

 .  استفاده کردیم و برهان کامل شد  fما از یکنوایی 

 آوریم: و ما نامساوی مشهور زیر را بدست می آنگاه  ، مثبت است Aوقتی که 

 

 ،  آنگاه برای هر  ، اگر  . قرار دهید  . 5. 10گزاره 

 

 ما داریم 9. 5با استفاده از قضیه . برهان

 

 

 

 .  ایماستفاده کرده fکه در نامساوی آخر از مقعر بودن 

 . و  آنگاه برای . قرار دهید  . 5. 11نتیجه 

 .  کنیم در قضیه بعد یک نامساوی زیر جمعی را برای برد عددی و تابع عملگری یکنوا بیان و اثبات می، از طرف دیگر

 آنگاه ، .  قرار دهید اگر  . 5. 12قضیه 

 

 قرار دهیم ،  10. 5کافیست در گزاره . برهان

 

 .  برهان
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از لم   از لم    19.  2نامساوی اول را با استفاده  از قضیه  نامساوی سوم را با  ،  29.  2نامساوی دوم را با استفاده  ،  27.  2استفاده 

 .  ایمبدست آورده 21. 2و نامساوی آخر را با استفاده از لم  29. 2نامساوی چهارم را با استفاده از لم 

 ،  آنگاه برای . قرار دهید اگر  . 5. 13قضیه 

 

 .  برای ، هرگاه فرض کنیم  . باشدمی 12. 5این یک نتیجه مستقیم از قضیه . برهان

 .  آید به دست می بنابراین نامساوی مشهور زیر به ازای  ، a=0آنگاه  ، مثبت باشند   Bو  Aاگر 

 
 ،  آنگاه برای . قرار دهید اگر  . 5. 14نتیجه 

 

 .  باشدمی 13. 5و  11. 5های این یک نتیجه بدیهی از نتیجه . برهان

که   باشند  وقتی  واضح  ،  مثبت  طور  به  مثبت   Bیا    Aاگر  .  آنگاه 

 .  باشند نامساوی زیر را داریمای  قطعه Bو  Aبرای حالتی که  . این نامساوی برقرار نیست، نباشند

 آنگاه  .   قرار دهید. 5. 15قضیه 

 

 آنگاه  .   فرض کنید.  برهان

 

 

 

 

 

 

 

لم  .  باشدمی  که   از  استفاده  با  را  و دوم  اول  لم  ،  19.  2نامساوی  از  استفاده  با  را  ،  35.  2نامساوی سوم 

  21.  2و نامساوی آخر را با استفاده از لم    36.  2نامساوی پنجم را با استفاده از لم  ،  1.  2نامساوی چهارم را با استفاده از رابطه  

 .  ایمبدست آورده

دانیم  می.  کنیمهای عملگری را بیان و اثبات میهای جدیدی برای برد عددی و میانگیننامه ما نامساویدر این قسمت از پایان

 داریم ، آنگاه برای هر میانگین عملگری ، مثبت باشند وقتی که 

 

 آنگاه . قرار دهید اگر  .  5. 16قضیه 

 

 داریم ، 6. 5بنا بر گزاره . برهان
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لم   از  استفاده  با  را  اول  لم  ،  19.  2نامساوی  از  استفاده  با  را  دوم  لم    16.  2نامساوی  از  استفاده  با  را  و    46.  2نامساوی سوم 

 .  ایمبدست آورده 21. 2نامساوی آخر را با استفاده از لم 

 نامساوی معروف زیر را داریم:  16. 5بنابر قضیه ، a=0آنگاه  ، مثبت باشند که  وقتی، درحالت خاص

 

 ،  آنگاه برای . قرار دهید اگر  . 5. 17نتیجه 

 

 داریم آنگاه برای  ، باشد فرض کنیم  16. 5اگر در قضیه . برهان

 

 

 .  ایمدار نوشته که نامساوی آخر را با استفاده از تعریف میانگین هندسی وزن

 نامساوی زیر را برای میانگین لگاریتمی داریم: ، با برهانی مشابه

 ،  آنگاه برای . قرار دهید اگر  . 5. 18قضیه 

 

 داریم  17. 5( و نتیجه 4. 2بنا بر تعریف میانگین لگاریتمی ). برهان

 

 

 

 

 ،  آنگاه برای . قرار دهید اگر  . 5. 19قضیه 

 

 داریم  17. 5بنا بر تعریف میانگین هاینز و نتیجه . برهان
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 ،  آنگاه برای . قرار دهید اگر  . 5. 20قضیه 

 

 داریم  33. 2و   23. 2های با استفاده از لم. برهان

 

 

 

 و

 

 

 

 ،  آنگاه برای . قرار دهید اگر  . 5. 21نتیجه 

 

 

 داریم  5. 5بنا بر قضیه . برهان

 

 گسترشی و توابع عملگری یکنوا ، ایقطعه هایماتریسهایی از نامساوی 5. 0. 9

.  برای    گسترشی باشند به طوریکه    هایماتریس  فرض کنید.  5.  22قضیه  

 آنگاه 

 
 .  برهان

 

 

 

 

 
و نامساوی    16.  2نامساوی دوم را با استفاده از لم  ،  14.  2تساوی را با استفاده از رابطه  ،  16.  2نامساوی اول را با استفاده از لم  

 .  ایمبدست آورده 15. 2آخر را با استفاده از لم 

 .  ایمبدست آوره  14. 2و  15. 2های قسمت دوم نامساوی را با استفاده از لم
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 آنگاه .   گسترشی باشند و  هایماتریس فرض کنید  . 5. 23گزاره 

 

 .  باشد نیز گسترشی می گسترشی باشند آنگاه   Bو  Aایم که اگر قبلاً اشاره کرده

 داریم  16.  2آنگاه بنا بر لم . گسترشی باشند هایماتریس فرض کنید  .  برهان

 

 

 

 .  ای باشند وارون نامساوی گزاره قبل را داریمقطعه های ماتریس که  وقتی

کنید  .  5.  24گزاره   بطوریکه  قطعه  هایماتریس  فرض  باشند  . برای  ،  ای 

 آنگاه ، اگر 

 
 داریم  16.  2و لم  6. 2بنا بر تعریف . برهان

 

 

 

کنید  .  5.  25قضیه   طوریکه    هایماتریس  فرض  به  باشند  برای  ،  گسترشی 

 آنگاه ، به ازای  که به طوری  اگر  . 

 
 برهان

 

 

 

بدست    23.  5و نامساوی آخر را با استفاده از لم    47.  2استفاده از لم  نامساوی دوم را با  ،  1.  16نامساوی اول را با استفاده از لم  

 .  ایمآورده
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 داریم 47.  2و لم  24. 5سپس بنا بر گزاره 

 

 

 

 ،  آنگاه داریم. یک نگاشت خطی مثبت یکانی باشد گسترشی باشند و   فرض کنید  .  5. 26لم 

 
 .  که 

 داریم ،  2. 4و قضیه  16. 2، 40. 2های با بکار بردن لم. برهان

 

 ای داریم: قطعه  هایماتریسبرای ، مشابه لم فوق درحالتی

  و  . ،  گسترشی باشند به طوریکه  هایماتریس فرض کنید  .  5. 27قضیه 

 آنگاه ،   اگر. یک نگاشت خطی مثبت یکانی باشد

 

 داریم، با استفاده از تعریف  . برهان

 

 

 

 

 

تساوی  ،  40.  2استفاده از لم  نامساوی دوم را با  ،  24.  5نامساوی اول را با استفاده از گزاره  ،  2.  4نامساوی اول را با استفاده از لم  

 .  ایمبدست آورده 23. 5و نامساوی آخر را با استفاده از گزاره  2. 4دوم را با استفاده از قضیه 

کنید  .  5.  28نتیجه   طوریکه    هایماتریس  فرض  به  باشند  برای  ،  گسترشی 

 ما داریم ، xآنگاه برای هر بردار یکانی  ، اگر  . 

 

 نگاشت خطی مثبت است و داریم  آنگاه  . قرار دهیم  27. 5اگر قضیه . برهان

کنید  .  5.  29قضیه   طوریکه    هایماتریس  فرض  به  باشند  برای  ،  گسترشی 

 ،  به ازای هر نگاشت خطی مثبت یکانی   آنگاه، به ازای  که به طوری  اگر  . 

 

 داریم  64. 2با استفاده از لم . برهان
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 . ایمبدست آورده 47. 2و نامساوی آخر را با استفاده از لم  24. 5که نامساوی اول را با استفاده از گزاره 

 آنگاه . یک ماتریس گسترشی باشد و   فرض کنید  . 5. 30گزاره 

 

 .  باشدهم گسترشی می آنگاه  ، گسترشی باشد  اگر  ، بنابراین

 داریم  16.  2واضح است که بنا بر لم . برهان

 

 آنگاه ، برای ، به طوریکه    و  فرض کنید. 5. 31گزاره 

 

 داریم  16. 2به سادگی بنا بر لم . برهان

 
آنگاه  .  یک ماتریس گسترشی باشد   یک نگاشت خطی مثبت یکانی باشد و    ،  فرض کنید  .  5.  32قضیه  

 زیر برقرار است  چویی بصورت نامساوی یک نوع از 

 

 واضح است که 7.  2بنا به تعریف . یک ماتریس گسترشی باشد  Aفرض کنید .  برهان

 

 

 

 

 

 

  31.  5و نامساوی آخر را با استفاده از گزاره    2.  4نامساوی دوم را با استفاده از قضیه،  164.  2با استفاده از لم  نامساوی اول را  

 .  ایمبدست آورده

 .  باشدمی 32. 5گزاره زیر یک کاربرد از قضیه 

آنگاه برای هر .  برای  ،  ماتریس گسترشی باشد به طوریکه    فرض کنید  .  5.  33نتیجه  

 ،  xبردار یکانی 
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 نگاشت خطی مثبت است و داریم  آنگاه  . قرار دهیم   32. 5اگر در قضیه . برهان

 

 آنگاه ، مثبتی باشند هایماتریس و   که  وقتی. 5. 34تذکر 

 

کنید  .  5.  35قضیه   طوریکه    هایماتریس  فرض  به  باشند  برای  ،  گسترشی 

 ،  و     آنگاه برای هر. 

 

 .  برهان

 

 

 

 

 

  31.  5گزاره  و نامساوی آخر را با استفاده از    45.  1و نامساوی دوم را با استفاده از گزاره    30.  5نامساوی اول را با استفاده از لم  

 بنابراین داریم . ایمبدست آورده

 

.  برای ،  گسترشی باشند به طوریکه   هایماتریس فرض کنید  . 5. 36قضیه 

 ،   آنگاه برای هر

 

 داریم ما . برهان

 

 

 

 

 
و    42.  2نامساوی سوم را با استفاده از لم  ،  31.  5و نامساوی دوم را با استفاده از گزاره    15.  2نامساوی اول را با استفاده از لم  

 .  ایمبدست آورده 30. 5نامساوی آخر را با استفاده از گزاره 

 

 بنابراین

 

 ،    آنگاه برای. نرم یکانی پایا باشد ماتریس گسترشی باشد و   و   فرض کنید  . 5. 37گزاره 

 

 ما داریم،  Aبرای ماتریس گسترشی  24.  2و لم  30. 5بنا بر گزاره . برهان



 مطالعات علوم کاربردی در مهندسی 

 83-107، صفحات 1401، تابستان 2، شماره 8دوره 

103 

 

 

 

 و    برای  ،  ماتریس گسترشی باشد طوریکه    فرض کنید  .  5.  38گزاره  

 ،  داریم   آنگاه برای. را نرم عملگری معمولی در نظر بگیرید

 

.  5با استفاده از گزاره  ،  برای نامساوی سمت راست.  آوریمبه دست می  37.  5نامساوی سمت چپ را با بکار بردن گزره  .  برهان

 داریم  48. 2و لم  31

 

با گرفتن سوپریموم روی  .  نیز گسترشی است  f(A)،  باشد یک ماتریس گسترشی می  Aچون    30.  5واضح است بنا بر گزاره  

 آوریم نامساوی زیر را به دست می 

 

 

 

 

 و    ،  گسترشی باشند به طوریکه    هایماتریس  فرض کنید  .  5.  39قضیه  

 ،    و هر آنگاه برای هر نرم یکانی پایا  . یک نگاشت خطی مثبت یکانی باشد

 

 ،  داریم 19. 2و لم  27. 5با استفاده از قضیه . برهان

 

 

 

 و    ،  گسترشی باشند به طوریکه    هایماتریس  فرض کنید  .  5.  40قضیه  

 برای  ،   و هر آنگاه برای هر نرم یکانی پایا  . یک نگاشت خطی مثبت یکانی باشد

 

 ،  داریم 19. 2و لم  29. 5با استفاده از قضیه . برهان

 

 

 

 

 و    ،  گسترشی باشند به طوریکه    هایماتریس  فرض کنید  .  5.  41قضیه  

 ،    و هر آنگاه برای هر نرم یکانی پایا  . یک نگاشت خطی مثبت یکانی باشد
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 .  برهان

 

 

 

 

 

 
نامساوی    43.  2نامساوی سوم را با استفاده از لم  ،  31.  5نامساوی دوم را با استفاده از  ،  19.  2نامساوی اول را با استفاده از لم  

 .  ایمبه دست آورده 19. 2و نامساوی آخر را با استفاده از لم  30. 5چهارم را با استفاده از گزاره 

 .  توانیم نامساوی زیر را داشته باشیممی 35. 5برای حالت نرمدار قضیه 

کنید  .  5.  42قضیه   به طوریکه    هایماتریس  فرض  باشند  و    ،  گسترشی 

 ،   و هر  آنگاه برای هر نرم یکانی پایا  

 

 .  که 

 ،  داریم 19. 2و لم  35. 5با استفاده از قضیه . برهان

 

 

 

 و    ،  گسترشی باشند به طوریکه    هایماتریس  فرض کنید  .  5.  43قضیه  

 ،    و هر آنگاه برای هر نرم یکانی پایا  . یک نگاشت خطی مثبت یکانی باشد

 

 داریم ، 46. 2و  19. 2های بنابر لم. برهان
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