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 چکیده

و  یهاداده اردستاندا نمایش از دهستفاا با ،نددار رحضو میغیرگا نقطه چند یا یک هادر آن که یهیبرید یهاروش یزسادهپیا

و  ابجو یردمقا حسب بر هاداده ینا نمایش یجا به ،ینا دجوو با. ستا مشکل متغیر مگا لطو محیط یکدر جی وخرو  یورود

 ئهرا ارا سیکدنر داربر یابر تقریبی هاداده ینا که دکر یبندلفرمو جدید ینحو بهروش را  توان می م،گا هردر  تمشتقا یردمقا

آوردن  ستدبه هنحو ،پژوهش ین. ادگیر منجاا سهولت به مگا لطو تغییر که کندمی همافررا  نمکاا ینا وضعیتی چنین. هندد

 جدید یهیبریدروش  یک همچنین. هدد می ارقر بحث ردمورا  یزسادهپیا تجزئیا خیبرو  دهکربررسیرا  نمایش دو هردر  هاروش

دادن  ننشا یابر یگرد اردستاندا یهاروش یدعد نتایج با مقایسهآن در  یدعد نتایجو  هشد ساخته سیکدنر نمایشاز  دهستفاا با

 .دشو می ئهارا جدیدروش  ییراکا

 

 .متغیر مگا لطو، سیکدنر یهاداربر میگا غیر طنقا ،یهیبرید یها: روشهاواژه کلید
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 مقدمه

بین یک   ی رابطهشوند یک معادله دیفرانسیل عبارت است از  های فیزیکی حاصل می معادلات دیفرانسیل، اغلب از مدل کردن پدیده

باشد. بنابراین آن چیزی که یک معادله دیفرانسیل را از یک  تابع مجهول، متغیر)های( تابع مجهول و مشتقات تابع مجهول می

توان  های متفاوتی می باشد. معادلات دیفرانسیل را از دیدگاه کند، وجود مشتق تابع مجهول در معادله می معادله جبری متمایز می

 :نمودبندی  دسته

یا به 1اگر در معادله دیفرانسیل تابع مجهول بر حسب یک متغیر باشد، آنگاه معادله دیفرانسیل را یک معادله دیفرانسیل معمولی

 نامیم. می ODEاختصار

 

 معادلات دیفرانسیل معمولی

ای بین یک متغیر مستقل، یک متغیر وابسته و مشتقاتش نسبت به متغیر مستقل است.  ی دیفرانسیل معمولی رابطه یک معادله

 ام در حالت کلی به صورت 𝑛ی دیفرانسیل معمولی مرتبه  بنابراین شکل یک معادله

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛−1), 𝑦(𝑛)) = 0 
 و در حالت استاندارد به صورت

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛−1)), 

 . شود بیان می

𝑦این معادله جوابی به شکل = 𝜙(𝑥)  دارد، اگر تابع𝜙  تا مرتبه𝑛 پذیر بوده و خود تابع و مشتقات آن در رابطه فوق  ام مشتق

 نامند، بنابراین معادله بالا را همراه با مقادیر معلوم ی مقدار اولیه می صدق کنند. معادله دیفرانسیل همراه با شرایط اولیه را مسأله

𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), … , 𝑦(𝑛−1)(𝑥)  درنقطه𝑥 = 𝑥0 ی مسأله مقدار اولیه مرتبه𝑛ند. هرگاه نام ام می𝑛  شرط مسأله، برای تعیین

ی   ی مقدار اولیه از معادله شود. هر مسأله نامیده می شرط، شرایط مرزی  𝑛مقادیر ثابت در بیش از یک نقطه داده شود، آنگاه این  

قدار اولیه از دستگاه ی م رو حل مسأله ی مرتبه اول هم ارز نمود. از این معادله 𝑛 توان با دستگاه را می 𝑛 ی دیفرانسیل مرتبه

 .معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه اول حائز اهمیت است

 روش چندگامی خطی

 صورت ساختار کلی یک روش چندگامی به

∑𝛼𝑗

𝑘

𝑗=0

𝑦𝑛+𝑗 = ℎ ∑𝛽𝑗

𝑘

𝑗=0

𝑓𝑛+𝑗                                                                                      (15.1) 

𝑗است که در آن،  = 0,1, … , 𝑘 ،𝛼𝑗 𝑓𝑛+𝑗  اعداد حقیقی ثابت هستند و 𝛽𝑗 و  = 𝑓(𝑥𝑛+𝑗, 𝑦𝑛+𝑗) منحصر ای همچنین بر

𝛼𝑘دشوض مییب فراضردی فر به = 𝛼0 اگر ، 1 = 𝛽0 = 𝑘 باشد آنگاه0 − 1  

|𝛼0| گام خواهیم داشت. بنابراین باید  + |𝛽0| ≠ 𝛽𝑘 به طور کلی، اگر 0 = 𝛽𝑘 اگر، روش صریح است و 0 ≠ در این  0

𝛼𝑘−1های چندگامی خطی با ویژگی  صورت روش چندگامی خطی، یک روش ضمنی روش = 𝛼𝑗و 1 = 𝑗 برای  0 =

0, 1, … , 𝑘 −  2بشفورث-های آدامز اگر صریح باشند به روش ،  2

𝛽𝑘هایی با ویژگی معروف هستند. همچنین روش 3مولتون-های آدامز و در صورت ضمنی بودن به روش ≠ 0  

                                                
1
 Ordinary Differential Equation 

2 Adams-Bashforth 

3 Adams-Moulton 



 مطالعات علوم کاربردی در مهندسی

 58-71، صفحات 1403 زیی، پا3، شماره 10دوره 

06 
 

𝛽𝑗و  = 𝑗برای   0 = 0, 1, … , 𝑘 − معروف  4های گیری پسرو  یا به روش های مشتق های تفاضلی پسرو یا روش ، به روش1

 معرفی شدند. 6و هیرچسفلدر5هستند که اولین بار توسط کورتیس

 های خطی عمومی روش

 𝑓ی تابع  عملیات است: اولی محاسبه ( به طور معمول شامل دو1.1ی ) ی مقدار اولیه محاسبه یک تقریب مناسب برای جواب مسأله

ی قبلی  ی یک ترکیب خطی ویژه از بردارهای به دست آمده ی دیفرانسیل در نقاطی خاص و دومی محاسبه تعریف شده در معادله

 1666در سال  GLMsهای خطی عمومی یا به اختصار  شوند. روش های خطی عمومی لحاظ می که هر دو مورد در فرم کلی روش

های عددی  ی مهم از روش ای هستند که دو دسته هایی چندمقداری و چند مرحله ها، روش وچر معرفی شدند. این روشتوسط ب

مقدار ورودی از  rاز تعداد  GLMها بیان کرد. یک  توان در قالب آن کوتا را می-های رانگ های چندگامی خطی و روش یعنی روش

مقدار خروجی را محاسبه  rای از مقادیر تقریبی مشتق جواب استفاده کرده و   همقدار مرحل sمقادیر تقریبی جواب و از تعداد 

 .شوند کند که در فرم نردسیک این بردارهای ورودی و خروجی به شکل خاصی در نظر گرفته می می

 های خطی عمومی شکل کلی روش

𝐴ی چهار ماتریس به صورت  ( به وسیله2.1ی مقدار اولیه ) یک روش خطی عمومی برای حل مسأله = (𝑎𝑖𝑗) ∈ ℝ𝑠×𝑠 ،

𝑈 = (𝑢𝑖𝑗) ∈ ℝ𝑠×𝑟 ،𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) ∈ ℝ𝑟×𝑠  و𝑉 = (𝑣𝑖𝑗) ∈ ℝ𝑟×𝑟  مشخص شده و در قالب یک ماتریس بلوکی
(𝑠 + 𝑟) × (𝑠 + 𝑟) به شکل  

𝑈 𝐴 
𝑉 𝐵 

 نمایش داده شده و به صورت

𝑌𝑖
[𝑛]

= ℎ ∑𝑎𝑖𝑗𝑓 (𝑌𝑗
[𝑛]

)

𝑠

𝑗=1

+ ∑𝑢𝑖𝑗𝑦𝑗
[𝑛−1]

𝑟

𝑗=1

,            𝑖 = 1,2, … , 𝑠, 

 𝑦𝑖
[𝑛]

= ℎ ∑𝑏𝑖𝑗𝑓 (𝑌𝑗
[𝑛]

)

𝑠

𝑗=1

+ ∑𝑣𝑖𝑗𝑦𝑗
[𝑛−1]

𝑟

𝑗=1

,           𝑖 = 1,2, … , 𝑟, 

𝑛شود که در آن  تعریف می = 1,2, … ,𝑁 ، 𝑁ℎ = 𝑥̅ − 𝑥0 و مفهوم نمادهایی به کار رفته به صورت زیر است 

  مقادیر𝑌𝑖
[𝑛]  ،𝑖 = 1,2, … , 𝑠 ای  تقریبی از مقادیر مرحله𝑦(𝑥𝑛−1 + 𝑐𝑖ℎ) .هستند 

 مقادیر 𝑓 (𝑌𝑖
[𝑛]

)، 𝑖 = 1,2, … , 𝑠 ای تقریبی از مقادیر مشتق مرحله𝑦′(𝑥𝑛−1 + 𝑐𝑖ℎ)  

 .هستند

 مقادیر 𝑦𝑖
[𝑛−1] ،𝑖 = 1,2, … , 𝑟  تقریبی از مقادیر ورودی در گام(𝑛 −  ام هستند. (1

  مقادیر𝑦𝑖
[𝑛−1] ،𝑖 = 1,2, … , 𝑟  تقریبی از مقادیر خروجی در گام𝑛ام هستند. 

𝑐𝑖 ،𝑖ضرایب  = 1,2, … , 𝑠 را با بردار𝑐 = [𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑠]
𝑇 نامیم. حال با قرار دادن نشان داده و آن را بردار طولی می 

𝐹𝑖 = 𝑓(𝑌𝑖
[𝑛]

)  ،𝑖 = 1,2, … , 𝑠 و معرفی بردارهای 

                                                
4 Backward differention formula 

5 Gurtiss 

6 Hirschfelder 
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𝑌[𝑛] =

[
 
 
 
 𝑌1

[1]

𝑌2
[𝑛]

⋮

𝑌𝑠
[𝑛]

]
 
 
 
 

  , 𝐹 = [

𝐹1

𝐹2

⋮
𝐹𝑠

] , 𝑌[𝑛−1] =

[
 
 
 
 𝑦1

[𝑛−1]

𝑦2
[𝑛−1]

⋮

𝑦𝑠
[𝑛−1]

]
 
 
 
 

,       𝑦[𝑛] =

[
 
 
 
 𝑦1

[𝑛]

𝑦2
[𝑛]

⋮

𝑦𝑠
[𝑛]

]
 
 
 
 

 

 نمایش ماتریسی یک روش خطی عمومی به صورت

𝑌^([𝑛]) = ℎ(𝐴 ⊗ 𝐼𝑚)𝐹 + (𝑈 ⊗ 𝐼𝑚)(𝑦[𝑛−1]),                                                  (1.2) 

𝑦[𝑛] = ℎ(𝐵 ⊗ 𝐼𝑚)𝐹 + (𝑉 ⊗ 𝐼𝑚)(𝑦[𝑛−1]),                                     
  یا به شکل

[
𝑌[𝑛]

𝑦[𝑛]] = [
𝐴 ⊗ 𝐼𝑚 𝑈 ⊗ 𝐼𝑚
𝐵 ⊗ 𝐼𝑚 𝑉 ⊗ 𝐼𝑚

] [
ℎ𝐹

𝑦[𝑛−1]], 

 

Δ باشد. که برای دو ماتریس دلخواه  می 7ضرب کرونکر ⊗ و نماد 𝑚ماتریس همانی عدد  𝐼𝑚 نوشته می شود که در آن =

(𝛿𝑖𝑗) ∈ ℝ𝑚1× 𝑛1  وΓ ∈ ℝ𝑚2×𝑛2 به صورت 

Δ ⊗ Γ =

[
 
 
 
δ11Γ δ12Γ  … δ1n1

Γ

δ21Γ δ22Γ … δ2n1
Γ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
δm11Γ δm12Γ … δm1n1

Γ]
 
 
 

∈  ℝm1m2×n1n2      

 د.شو تعریف می

 اصلاحگر چندگامی با یک نقطه غیرگامی-روش پیشگو

 هایی هستیم که اصلاحگر ما به دنبال روش پژوهشدر این 

𝑦𝑛 = 𝛼1𝑦𝑛−1 + 𝛼2𝑦𝑛−2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑦𝑛−𝑘

+ ℎ(𝛽𝑓𝑛−𝜃 + 𝛽0𝑓𝑛 +\𝑏𝑒𝑡𝑎1𝑓𝑛−1 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑓𝑛−𝑘),                         (1.3) 
𝑥0را با اولین پیشگو برای تقریب غیرگامی در  − 𝜃ℎ به فرم  

𝑦𝑛−𝜃 = 𝐴1𝑦𝑛−1 + 𝐴2𝑦𝑛−2 + ⋯+ 𝐴𝑘𝑦𝑛−𝑘 + ℎ(𝐵1𝑓𝑛−1 + ⋯+ 𝐵𝑘𝑓𝑛−𝑘),         (2.3) 
  و پیشگو دوم برای تقریب اولیه در انتهای مرحله به فرم

𝑦𝑛 = 𝑎1𝑦𝑛−1 + 𝑎2𝑦𝑛−2 + ⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑛−𝑘

+ ℎ(𝑏𝑓𝑛−𝜃 + 𝑏1𝑓𝑛−1 + ⋯+ 𝑏𝑘𝑓𝑛−𝑘),                                                (3.3) 
گیرند تا تقریبی برای مقدار  ( مورد استفاده قرار می2.3( در رابطه )2.3( و )1.3دهند. بدین صورت که دو رابطه ) را با هم ادغام می

به  𝑥𝑛−𝜃و نقطه غیرگامی  𝑥𝑛 در نقطه گامی دست آید. اگر قرارداد کنیم که مقادیر پیشگو به 𝑥0در نقطه گامی  𝑦جواب 

توان به صورت زیر  نشان داده شوند، مراحل مربوط به یک مرحله را می 𝑓𝑛−𝜃̂و  fn̂و مقادیر مشتق مربوط با  𝑦𝑛−𝜃̂ و  𝑦𝑛̂ ترتیب، 

 :داشت

𝑦̂𝑛−𝜃 = 𝐴1𝑦𝑛−1 + 𝐴2𝑦𝑛−2 + ⋯+ 𝐴𝑘𝑦𝑛−𝑘 + ℎ(𝐵1𝑓𝑛−1 + ⋯+ 𝐵𝑘𝑓𝑛−𝑘),        (4.3) 
𝑦̂𝑛 = 𝑎1𝑦𝑛−1 + 𝑎2𝑦𝑛−2 + ⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑛−𝑘

+ ℎ(𝑏 𝑓𝑛−𝜃 + 𝑏1𝑓𝑛−1 + ⋯+ 𝑏𝑘𝑓𝑛−𝑘),                                              (5.3) 

𝑦𝑛 = 𝛼1𝑦𝑛−1 + 𝛼2𝑦𝑛−2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑦𝑛−𝑘

+ ℎ(𝛽 𝑓𝑛−𝜃 + 𝛽0 𝑓𝑛 + 𝛽1 𝑓𝑛−1 + ⋯+ 𝛽𝑘 𝑓𝑛−𝑘),                          (6.3) 

                                                
7 Kronecker 
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𝐵𝑖 ،𝑖و  𝐴𝑖( ضرایب 5.3در روش ) = 1,2, … , 𝑘  2آیند که روش از ماکزیمم مرتبه ممکن یعنی  دست می طوری به𝑘 − 1 

𝑏𝑖  ،𝑖 و 𝑎𝑖( ضرایب 6.3باشد. همچنین در روش ) = 1,2, … , 𝑘  2برای حصول مرتبه𝑘 − به  𝑏 دست آمده و ضرایب به 1

𝛼𝑖  ،𝑖( ضرایب 7.3شود. در ادامه در روش ) عنوان پارامتر آزاد در نظر گرفته می = 1,2, … , 𝑘 و 𝛽𝑖 ،𝑖 = 0,1, … , 𝑘  و𝛽  

2𝑘آیند که روش از مرتبه  دست می طوری به + که تقریباتی از  ℎ𝛽0𝑓𝑛و  ℎ𝛽𝑓𝑛−𝜃( از تقریبات 7.3باشد اما چون در روش ) 1

2𝑘( تقریباتی از مرتبه 6.3( و )5.3ترتیب ) دست آمده از به به 𝑦𝑛و  𝑦̂𝑛−𝜃 ریبات هستند )چون تق 2𝑘مرتبه  − هستند و در  1

خواهد بود. برای  2𝑘خواهند بود(، استفاده شده است، عملاَروش در کل از مرتبه  2𝑘تقریباتی از مرتبه   ℎ𝑓𝑛و ℎ𝑓𝑛−𝜃نتیجه 

2𝑘اینکه روش از مرتبه  + 𝛽1𝜀1( که برابر 7.3ایجاد شده در ) 2𝑘باقی بماند، کافی است ثابت خطای از مرتبه  1 + 𝛽0𝜀2 

است، بنابراین با  𝑏وابسته به پارامتر آزاد  𝜀2های هستند. چون  به ترتیب ثابت خطای روش 𝜀2و  𝜀1است، صفر شود که در اینجا 

𝛽𝜀1حل معادله  + 𝛽0𝜀2 = 2𝑘در کل از مرتبه ، روش 𝑏نسبت به پارامتر  0 + هایی از روش تولید شده با  خواهد بود. مثال 1

𝑘 این رویکرد و =  صورت زیر است: های متفاوت به𝜃برای  2

1) 𝜃 =
7

15
  : 

𝑦
𝑛−

7
15

=
529

3375
𝑦𝑛−1 +

3904

3375
𝑦𝑛−2 + ℎ (

4232

3375
𝑓𝑛−1 +

1472

3375
𝑓𝑛−1), 

𝑦𝑛 =
152

25
𝑦𝑛−1 +

127

125
𝑦𝑛−2 + ℎ (

189

92
𝑓

𝑛−
7
15

−
419

100
𝑓𝑛−1 −

1118

575
𝑓𝑛−2), 

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + ℎ (
3375

5152
 𝑓

𝑛−
7
15

+
25

168
 𝑓𝑛 +

19

96
𝑓𝑛−1 −

1

552
𝑓𝑛−2), 

2)  𝜃 =
3

4
: 

𝑦
𝑛−

3
4

=
25

32
𝑦𝑛−1 +

7

32
𝑦𝑛−2 + ℎ (

25

64
𝑓𝑛−1 +

5

64
𝑓𝑛−1), 

𝑦𝑛 =
164

31
𝑦𝑛−1 −

133

21
𝑦𝑛−2 +

768

155
ℎ𝑓

𝑛−
3
4
−

212

31
ℎ𝑓𝑛−1 −

218

155
ℎ𝑓𝑛−2 

𝑦𝑛 =
64

31
𝑦𝑛−1 −

17

47
𝑦𝑛−2 +

768

155
ℎ 𝑓

𝑛−
3
4
+

1024

155
ℎ𝑓

𝑛−
3
4
+

31

141
ℎ𝑓𝑛 −

44

47
ℎ𝑓𝑛−1 

−
23

235
ℎ𝑓𝑛−2 

3)  𝜃 =
5

16
 : 

𝑦
𝑛−

5
16

= −
2187

2048
𝑦𝑛−1 +

4235

2048
𝑦𝑛−2 +

8019

4096
ℎ𝑓𝑛−1 +

3267

4096
𝑓𝑛−2, 

𝑦𝑛 =
1588

83
𝑦𝑛−1 −

1505

83
𝑦𝑛−2 +

81920

24651
ℎ 𝑓

𝑛−
5
16

−
12028

913
ℎ𝑓𝑛−1 −

16318

2241
ℎ𝑓𝑛−2 

𝑦𝑛 =
256

293
𝑦𝑛−1 +

37

293
𝑦𝑛−2 +

262143

435105
ℎ 𝑓

𝑛−
5
16

+
83

1465
ℎ𝑓𝑛−1ℎ 𝑓𝑛 +

1396

3223
ℎ𝑓𝑛−1 

+
269

7911
ℎ𝑓𝑛−2 

 ها روش GLMشکل 

شود. برای معرفی شکل  نوشته می GLMsای و چند مقداری است، د قالب  ( که روشی سه مرحله7.3( تا )5.3در این بخش، روش )

GLM ای را به صورت ها، ابتدا بردارهای ورودی، خروجی، مقادیر مرحله این روش  
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𝑦̃[𝑛−1] =

[
 
 
 
 𝑦̃1

[𝑛−1]

𝑦̃2
[𝑛−1]

⋮

𝑦̃2𝑘+2
[𝑛−1]

]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑦𝑛−1

𝑦𝑛−2

⋮
𝑦𝑛−𝑘−1

ℎ𝑓𝑛−1

ℎ𝑓𝑛−2

⋮
ℎ𝑓𝑛−𝑘−1]

 
 
 
 
 
 
 

,        𝑦̃[𝑛] =

[
 
 
 
 𝑦̃1

[𝑛]

𝑦̃2
[𝑛]

⋮

𝑦̃2𝑘+2
[𝑛]

]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑦𝑛

𝑦𝑛−1

⋮
𝑦𝑛−𝑘

ℎ𝑓𝑛
ℎ𝑓𝑛−1

⋮
ℎ𝑓𝑛−𝑘]

 
 
 
 
 
 
 

, 

𝑌 = [
𝑦̃𝑛−𝜃

𝑦̃𝑛

𝑦𝑛

] ,              𝐹 = [

𝑓𝑛−𝜃

𝑓𝑛
𝑓𝑛

] , 

 صورت به GLM( در شکل 6.3( تا )4.3کنیم در این صورت روش ) تعریف می

[
𝑌

𝑦[𝑛]] = [𝐴 𝑈̃
𝐵̃ 𝑉̃

] [
ℎ𝐹

𝑦̃[𝑛−1]] .                         (7.3) 

 است که در آن

𝐴 = [
0 0 0
𝑏 0 0
𝛽 𝛽0 0

], 

𝑈̃ = [

𝐴1 𝐴2 … 𝐴𝑘 0 𝐵1 𝐵2 … 𝐵𝑘 0
𝛼1 𝛼2 … 𝛼𝑘 0 𝑏1 𝑏2 … 𝑏𝑘 0
𝛼1 𝛼2 … 𝛼𝑘 0 𝛽1 𝛽2 … 𝑏𝑘 0

] , 

𝐵̃ =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝛽 𝛽0 0
0 0 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 0
0 0 1
0 0 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 , 

𝑉̃ =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝛼1 𝛼2 … 𝛼𝑘 0 𝛽1 𝛽2 … 𝛽𝑘 0
1 0 … 0 0 0 0 … 0 0
0 1 … 0 0 0 0 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 1 0 0 0 … 0 0
0 0 … 0 1 0 0 … 0 0
0 0 … 0 0 1 0 … 0 0
0 0 … 0 0 0 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 0 0 0 0 … 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 شوند. صورت زیر ارائه می به GLM( در قالب 6.3( تا )4.3هایی از روش ) مثال

1)  𝑘 = 𝜃و  2 =
7

15
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[𝐴 𝑈̃
𝐵̃ 𝑉̃

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 −

529

3375

3904

3375
0

4232

3375

1472

3375
0

189

92
0 0

152

25
−

127

25
0 −

419

100

1118

575
0

3375

5152

25

168
0 1 0 0

19

96
−

1

552
0

3375

5152

25

168
0 1 0 0

19

96
−

1

552
0

0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . 

2) 𝑘 = 𝜃و  2 =
5

16
 

[𝐴 𝑈̃
𝐵̃ 𝑉̃

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 −

21

2048

4235

2048
0

8019

4096

3267

4096
0

81920

24651
0 0

1588

83
−

1505

83
0 −

12028

913

16318

2241
0

262144

435105

83

1465
0

256

293

37

293
0

1396

3223

269

7911
0

262144

435105

83

1465
0

256

293

37

293
0

1396

3223

269

7911
0

0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

3) 𝑘 = 𝜃و  2 =
3

4
 

[𝐴 𝑈̃
𝐵̃ 𝑉̃

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 −

35

32

7

35
0

25

64

5

64
0

768

155
0 0

164

31
−

133

31
0 −

212

31
−

218

575
0

1024

705

31

141
0

64

47
−

17

47
0 −

44

47
−

23

235
0

1024

705

31

141
0

64

47
−

17

47
0 −

44

47
−

23

235
0

0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ها شکل نردسیک روش

 آید. دست می به GLMsها در قالب  صورت نردسیک نیست. در این بخش شکل نردسیک آن ( به6.3( تا )4.3روش ) GLMشکل 
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2𝑘برای این کار، در ابتدا بردارهای ورودی و خروجی که تقریبی برای بردار نردسیک از مرتبه  +  هستند، به صورت 1

𝑦[𝑛−1] =

[
 
 
 
 𝑦1

[𝑛−1]

𝑦2
[𝑛−1]

⋮

𝑦2𝑘−1
[𝑛−1]

]
 
 
 
 

≈

[
 
 
 
 
 

𝑦(𝑥𝑛−1)

ℎ

1!
𝑦′(𝑥𝑛−1)

⋮
ℎ(2𝑘+1)

(2𝑘 + 1)!
𝑦(2𝑘+1)(𝑥𝑛−1)]

 
 
 
 
 

 , 

𝑦[𝑛] =

[
 
 
 
 𝑦1

[𝑛]

𝑦2
[𝑛]

⋮

𝑦2𝑘+2
[𝑛]

]
 
 
 
 

≈

[
 
 
 
 
 

𝑦(𝑥𝑛)

ℎ

1!
𝑦′(𝑥𝑛)

⋮
ℎ(2𝑘+1)

(2𝑘 + 1)!
𝑦(2𝑘+1)!(𝑥𝑛−1)]

 
 
 
 
 

, 

  صورت به  𝑦[𝑛]و  𝑦̃[𝑛]و همچنین 𝑦[𝑛−1]و  𝑦̃[𝑛−1] کنیم. با استفاده از بسط تیلور، روابط بین تعریف می

𝑦̃[𝑛−1] = 𝑇𝑦[𝑛−1],               𝑦̃[𝑛] = 𝑇𝑦[𝑛], 
𝑘شود که به عنوان مثال برای  از بسط تیلور حاصل می 𝑇آید، که در آن ماتریس  دست می به =   صورت به  2

𝑇 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0
1 −1 1 −1 1 −1
1 −2 4 −8 16 −32
0 1 0 0 0 0
0 1 −2 3 −4 5
0 1 −4 12 −32 80 ]

 
 
 
 
 

 

 ( با بردارهای ورودی و خروجی در فرم نردسیک، به صورت7.3است. با این تغییر متغیر، روش )

[
𝑌

𝑦[𝑛]] = [
𝐴 𝑈
𝐵 𝑉

] [
ℎ𝐹

𝑦[𝑛−1]] 

𝑈شود که در آن  نوشته می = 𝑈̃𝑇 ،𝐵 = 𝑇−1 𝐵̃ و𝑉 = 𝑇−1 𝑉̃𝑇  باشد. می 

𝑘عنوان مثال، ماتریس ضرایب برای  به =   آیند. دست می صورت زیر به های متفاوت به𝜃و  2

1) 𝜃 =
7

15
: 
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[
𝐴 𝑈
𝐵 𝑉

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 1

8

15

64

225

512

3375
−

1984

3375

128

125
198

92
0 0 1 −

97

92
−

137

115
−

433

575

1551

575
−

2669

575
3275

5152

25

168
0 1

433

2208

1

276
−

1

184

1

138
−

5

552

−
3275

896
−

25

168
0 1

433

2208

1

276
−

1

184

1

138
−

5

552

−
3275

896
−

575

672
3 0

623

384

35

48
−

7

32
−

7

24
−

77

96
11375

13185
−

275

224

13

4
0

9957

2944

623

368
−

335

736
−

149

184
−

1527

736

−
57375

20608
−

425

672

3

2
0

16927

8832

1363

1104
−

167

736
−

631

552

3949

2208

−
10125

20608
−

25

224

1

4
0

1039

2944

91

368

3

736
−

47

184

373

736 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . 

2) 𝜃 =
5

16
 : 

[
𝐴 𝑈
𝐵 𝑉

]

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 1

11

16

121

256

1331

4096
−

2299

2048

765

4096
81920

24651
0 0 1 −

57269

24651
−

799

2241
−

2773

747

24637

2241
−

40955

2241
262144

435105

83

1465
0 1

29662

87021

461

7911
−

64

2637

77

7911
−

346

7911
262144

435105

83

1465
0 1

29662

87021

461

7911
−

64

2637

77

7911
−

346

7911
0 0 1 0 0 0 0 0 0

−
11507328

435105
−

1909

5860
3 0

27005

348084

6565

15822
−

1165

10548
−

1535

7911
−

15775

31644

−
65536

13185
−

2739

5860

13

4
0

11539

5274

3347

2637
−

527

1758
−

1766

2637
−

8645

5274

−
1114112

43105
−

1411

5860

3

2
0

42977

348084

15859

15822
−

1549

10548
−

5606

7911

49495

31644

−
65536

145035
−

249

5860

1

4
0

7088

29007

544

2637

16

879
−

640

2637

1232

2637 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . 

3) 𝜃 =
3

4
 : 
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[
𝐴 𝑈
𝐵 𝑉

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 1

1

4

1

16

1

64
−

3

32

128

125
768

155
0 0 1 −

613

155
−

229

155
−

11

155

207

155
−

85

31
1024

705

31

141
0 1 −

158

235
−

39

235

16

235

7

235
−

6

47
1024

705

31

141
0 1 −

158

235
−

39

235

16

235

7

235
−

6

47
0 0 0 1 0 0 0 0 0

−
5888

705
−

713

564
3 0

6219

940

801

470
−

603

940
−

99

235
−

287

188

−
2816

235
−

341

188

13

4
0

4957

470

733

235
−

499

470
−

234

235

287

188

−
4352

705
−

527

564

3

2
0

5271

940

919

470
−

507

940
−

206

235

431

188

−
256

235
−

31

188

1

4
0

236

235

88

235
−

12

235
−

64

235

38

47 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 اصلاحگر چندگامی با یک نقطه غیرگامی-روش پیشگو

 𝑘 = 𝜃و  3 =
5

16
 : 

𝑦
𝑛−

5
16

= −
22914657

4194303
𝑦𝑛−1 +

223729

65536
𝑦𝑛−2 +

12790305

4194304
𝑦𝑛−3 +

14827131

4194304
ℎ𝑓𝑛−1

+
604683

1048576
ℎ𝑓𝑛−2 +

3792987

4194304
ℎ𝑓𝑛−3, 

𝑦𝑛 =
20466

503
𝑦𝑛−1 −

125469

6539
𝑦𝑛−2 −

134050

6539
𝑦𝑛−3 −

1297359

71929
ℎ𝑓

𝑛−
5
16

−
1297359

71929
ℎ𝑓𝑛−1

−
731374

19617
ℎ𝑓𝑛−2 −

1723269

281177
ℎ𝑓𝑛−3 

𝑦𝑛 =
3415

51461
𝑦𝑛−1 +

15093

51461
𝑦𝑛−2 +

2213

51461
𝑦𝑛−3 +

67108864

121705265
ℎ𝑓

𝑛−
5
16

+
19617

257305
ℎ𝑓𝑛

+
324999

566071
ℎ𝑓𝑛−1 +

8597

51461
ℎ𝑓𝑛−2 +

23151

2212823
ℎ𝑓𝑛−3 

 

𝑘روش برای  GLMفرم  = 3 
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[
𝐴 𝑈
𝐵 𝑉

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 −

22914657

4194303

223729

65536

12790305

4194304
0

14827131

4194304

604683

1048576

3792987

4194304
0

20971520

9278841
0 0

20466

503
−

125469

6539
0 −

134050

6539
−

1297359

71929
−

731374

19617
−

1723269

281177
0

67108864

121705265

19617

257305
0

3415

51461

15093

51461

2213

51461
0

324999

566071

8597

51461

23151

2212823
0

67108864

121705265

19617

257305
0

3415

51461

15093

51461

2213

51461
0

324999

566071

8597

51461

23151

2212823
0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

𝒌فرم نردسیک  = 𝟑 

[
𝐴 𝑈
𝐵 𝑉

] 

 برابر با مقادیر زیر هستند 𝑉و  𝐴  ،𝑈 ،  𝐵های  که در آن ماتریس

𝐴 =

[
 
 
 
 

0 0 0
20971520

9278841
0 0

67108864

121705265

19617

257305
0]
 
 
 
 

 

𝑈

=

[
 
 
 
 
 1

11

16

121

256

1331

4096

14641

65536

161051

1048576
−

5041465

524288

5422990

1048576

1 −
11692979

9278841
−

1777909

843531
−

619943

28117
−

1634549

8435531
−

1286069

843531

19465045

281177
−

306598009

8435531

1
9063512

24341053

197689

2212823
−

23446

2212823
−

47973

2212823

6348

2212823

76157

2212823

129994

2212823 ]
 
 
 
 
 

 , 
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𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

67108864

121705265

19617

257305
0

0 0 1

−
956452306944

278826762115

1118345553

2357943020

21601

6873

−
4382359814144

836480286345
−

1708045651

2357943020

299363

82476

−
1628339658496

55765352423
−

95201301

2357943302

4164

2291

−
429463175168

836480286345
−

83692661

1178971510

12589

41238
19176357888

278826762115

22422231

2357943020
−

259

6873
1694498816

76043662395

7264829

2357943020
−

1009

82476]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

𝑉 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1

9063512

24341053

197689

2212823
−

23446

2212823
−

47973

2212823

6348

2212823

76157

2212823

129994

2212823

0 0 0 0 0 0 0 0

0
50977661195

669184229076

11541867775

304174644958
−

2874369155

20278309972
−

3280074245

15208732479

29732306525

60834929916

552061495

10139154986
−

214458205025

60834929916

0
1171270742992

501888171807

63559686880

45626197437
−

4367203153

15208732479
−

3702735228

45626197437

60478655890

45626197437

2384902068

5069577493
−

41827265767

4562619743

0
167997242981

111530704846

6020223311

5069577493
−

1022102547

10139154986
−

4358094925

5069577493

12093941085

10139154986

2425132808

5066577493
−

77640139413

10139154986

0
140091112780

501888171807

10830321352

4526197437

382389092

1528732749
−

12310565488

4526197437

18344135857

4526197437
−

790528502

10139154986
−

5264711028

4562619743

0 −
27169357181

669184229076
−

1162462615

30417464958
−

263570839

20278309972

354418257

15208732479

3896420365

60834929916
−

386661405

10139154986

73617167567

60834929916

0 −
599089129

4526197437
−

562741202

45626197437
−

62939113

15208732479

348930140

45626197437

952377715

45626197437
−

637065026

5069577493

18588708785

45626197437 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 گیری نتیجه

پذیر باشد. این مشخصه همراه با روش هیبریدی مرتبه باالا روش قابال    امکان ℎشود تغییر نردسیک باعث می قابلیت انعطاف نمایش

𝜃کند. انتخاب ساده  توجه را ایجاد می =
7

15
،  𝑟با افزایش تعداد نقااط غیرگاامی    برای حذف وابستگی جمله اصلاحگر انتخاب شد. 

2𝑘 رسیدن به یک روش با مرتبه + 𝑟  رسد، موارد  میمنطقی به نظر𝑟 = ، توسط بوچر مورد بررسای قارار گرفتاه اسات اماا      3,4

باه عمال آماده     𝜃و تغییر مقادار   𝑘هایی در افزایش  پیش بینی اند. هایی در فرم نردسیک مورد آزمون قرار نگرفته هنوز چنین روش

 اند. سی قرار گرفتهو دیگران، بدون نمایش نردسیک، مورد برر Beaudetها توسط  است. بسیاری از این ایده
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