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 بررسی مدل ریاضی برای عفونت اچ ای وی و حل آن

 

 2سیده زینت نظام دوست ،1افشین بابایی

 استاد دانشگاه مازندران بابلسر1

 دانشگاه غیرانتفاعی اندیشمند لاهیجان کارشناس ارشد ریاضی کاربردی گرایش آنالیز عددی2

 

 چکیده

 این. است شده پدیدار جهان در سلامت مهم مشکلات از یکی نعنوا به سریعاً اکتسابی ایمنی نقص سندروم اخیر های سال در

 انسان نرمال ایمنی سیستم آن در که شرایطی است؛ ایدز بیماری عامل وی ای اچ که است، شده پذیرفته کاملاً واقعیت یک

 وی ای اچ توسط آلودگی اخیر های دهه در. بود نخواهد کشنده و سخت های عفونت با جنگیدن به قادر دیگر و شود می سرکوب

 یک ریاضی سازی مدل امروزه. است شده علمی گوناگون های زمینه در زیادی بسیار مطالعات موضوع ،شود می ایدز باعث که

 ای اچ دینامیک بیشتر درک به تنها ریاضی پیچیده های مدل. است شده وی ای اچ عفونت روی تحقیقات از ناپذیر جدایی بخش

 اثرهای تشخیص برای اساسی عنوان به توانند می که ،کنند می فراهم نیز را مفیدی های گویی پیش بلکه، کنند نمی کمک وی

 بررسی مقاله این از هدف بنابراین ؛گیرند قرار استفاده مورد مؤثر واکسن و بهینه درمان برای و بیماری معالجه یا دارویی درمان

 شده ارائه مردان توسط که طوری به. است کسری حالت در ضعیتو متغیر سه دارای که ،باشد می وی آی اچ عفونت ریاضی مدل

 دهیم می نشان انسان بدن ایمنی دستگاه در را وی ای اچ دینامیک شده ارائه مدل این در. کند می بیان را بیماری نهفته دوره و

 سالم، ایمنی های سلول غلظت و پردازیم می آن عددی حل به هوموتوپی تجزیه جدید نسبتاً تحلیلی نیمه روش از استفاده با و

 شده تضعیف ایمنی سیستم که ازآنجایی. کنیم می بیان تقریبی صورت به را بدن در ویروس ذرات و ویروس به آلوده های سلول

 پیدا نفوذ آمیب بیماری راحتی به افراد این در مخصوصاً ،کند می جذب خود به را دیگر کشنده های بیماری راحتی به بدن

 مرتبه در سگل و کلر توسط که آمیب بیماری مدل عددی حل به هوموتوپی تجزیه روش از استفاده با اساس همین بر کند می

 .دهیم می نشان بدن در را شود می آمیب تکثیر باعث که شیمیایی مواد و آمیب غلظت و پردازیم می نیز شده ارائه کسری

 باناخ، ثابت نقطه قضیه ،CD4+T های سلول هوموتوپی، تجزیه روش بالینی، نهفتگی ی دوره آمیب، وی، آی اچ: کلیدواژه

 .کسری مرتبه مشتق ریاضی، سازی مدل
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 مقدمه

 های زمینهفراوانی در  های تلاشآمریکایی و حتی در جوامع جهان سوم،  امروزه با پیشرفت فناوری در جوامع پیشرفته اروپایی،

باز هم شاهد  اما با وجود این مطالعات،؛ گیرد میگرفته و  مختلف صورت گوناگون علمی توسط اندیشمندان و پژوهشگران علوم

ها  یکی از این حیطه های گسترده و پر اهمیت که روز به روز شاهد موفقیت ابهاماتی در برخی از حیطه های علمی هستیم،

ی های بیماریباز هم با  در آن، وتازه های علمی فراوانی درآن هستیم، شاخه علوم پزشکی است که با وجود پیشرفت های بسیار

 مواجه می شویم که هنوز برای آن ها راه چاره و درمان قطعی پیدا نشده است.

 

 :1مقدمه ای بر ایمونولوژی

 های سلولبافت ها و  دستگاه ایمنی، مجموعه پیچیده ای از اجزای سلولی و مولکولی است که عملکرد اصلی آن تشخیص

پاسخ  کامل و هماهنگ این دستگاه در مقابل مواد بیگانه، پاسخ .باشد میبرابر مواد خارجی خودی از غیر خودی و دفاع در 

 می توان به دو دسته پاسخ ایمنی غیر اختصاصی و ایمنی اختصاصی، دسته بندی کرد. ایمنی نام دارد و

 

 مبانی نظری

 :3و آنتی ژن 2آنتی بادی

 (که پادتن )آنتی بادی شود میخاص از سوی دستگاه دفاعی بدن تولید یک ماده شیمیایی  ،شود میوقتی اچ آی وی وارد بدن 

شود آنتی ژن نام دارد. آنتی ژن ها ساختار  ماده اصلی که می تواند باعث تولید پاسخ خاص سیستم ایمنی .شود مینامیده 

 زند.آنتی بادی ها به حذف آنها می پردا که طوری بهمضر می باشند  متنوعی دارند و برخی از آن ها

 غده تیموس کجای بدن است:

انجام می  که این غده . مهم ترین فعالیتیشود میتیموس، نام غده ای در بدن هر انسان است که جزو دستگاه ایمنی محسوب 

و نقش مهمی را در دفاع از بدن  باشد میع گلبول های سفید خون ا. لنفوسیت تی یکی از انوباشد میدهد، تولید لنفوسیت تی 

 .کند میبیگانه ایفا  های سلولر در براب

 ایدز و اچ آی وی:

این بیماری حاصل تکثیر  پیشگیری است. که یک بیماری پیشرونده و قابل باشد میایدز به معنی سندرم نقص ایمنی اکتسابی 

بدن بدن میزبان است که باعث تخریب جدی دستگاه ایمنی  در ()اچ آی وی"ویروس نقص ایمنی انسان  "ویروسی به نام 

 1891اولین مورد ثبت شده بیماری ایدز در دنیا مربوط به سال  .شود میانسان  )معروف به نقص ایمنی یا کمبود ایمنی(

حدود  که طوری بهو تا اکنون ابتلا به این ویروس در دنیا روند صعودی داشته است  باشد میمتحده آمریکا  میلادی در ایالات

میلیون نفر فرد  34اکنون حدود  ت مبتلا شده اند، حدود نیمی از این افراد فوت کرده اند ومیلیون نفر تاکنون به این عفون 70

است. رتروویروس ها ویروس هایی هستند که ماده  اچ آی وی نوعی رتروویروس .کنند میدر دنیا زندگی  آلوده به اچ آی وی

RNAژنتیکی آن ها یا ژنوم آن ها از 
تکثیر خود به آنزیمی به نام نسخه بردار معکوس بنابراین برای ؛ تشکیل شده است 4

ژنوم  تا بعد بتواند آن را با کمک آنزیم اینتگراز وارد کند مینسخه برداری  DNA 5به  آن ها را RNA وابسته هستند که ژنوم

یروس ها هم به نام این نوع و سلول میزبان کند و به این ترتیب امکان تکثیر ویروس به وجود می آید. کلمه رترو)معکوس( در

. اچ آی وی دارای ژن های مختلفی است شود میانجام  RNAبه  DNAهمین خاطر است چرا که معمولا نسخه برداری از 

6. اچ آی وی دارای ژن های عمومی رتروویروس ها کنند میکه پروتئین های ساختاری آن را رمزبندی 
gag ،7

pol،env
و نیز  1

                                                
1 Immunology 
2 Antibody 
3 Antigen 
4 Ribonucleic Acid 
5 Deoxyribonucleic Acid 
6 Group-specific antigen 

 نوعی ژن در رتروویروس ها 7
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tatژن های اختصاصی خودش 
2،rev

 های سلولبا انتشار حاد ویروس در خون و کاهش چشمگیر  ت. عفونت با اچ آی ویاس 3

CD4+T
افزایش  CD4+T های سلول. پس از این مرحله شمار ویروس ها در خون تا صد برابر کاهش و شمار شود میآغاز  

کشد و طی این مدت سطح سال طول می  10که گاها تا بیش از شود میمی یابد. پس از آن یک دوره نهفتگی بالینی آغاز 

CD4+T های سلول
 به آرامی کاهش می یابد و سطح ویروس ها رو به افزایش است. 

 

 :یو یاچ آ یچرخه زندگ

بسته به  CCR5وCXCR4هر دو مولکول  ای CXCR4 ی)خاص یمولکول ها قیاز طر CD4+T های سلولبه  یو یآ اچ

 روسی( محل اتصال وCCR5,CXCR4) رندهیدوگ یو یآ عفونت اچ هیشوند. در مراحل اول یمتصل م (مرحله عفونت

( متصل CXCR4) رندهیگ کیآن ها تنها به  شود میدچار جهش  یو یعفونت که اغلب اچ آ ییهستند اما در مراحل انتها

 یبه داخل غشا GP41به نام  یروسیساختار و کی شود میمتصل  CD4+T های سلولبه  یو یکه اچ آ یشوند. هنگام یم

به داخل سلول  (و پروتئاز نتگرازیمعکوس، ا یمختلف ) ازجمله نسخه بردار یها میو آنز روسیو RNAو  کند میذ سلول نفو

است. در  ()نسخه بردارمعکوس یمخصوص میباکمک آنز روسیو RNA یاز رو DNA دیتول ی. مرحله بعددشون یم قیتزر

حال  نی. در اشود می زبانیسلول م DNA وارد نتگرازیا میبا استفاده از آنز یروسیو هیاول DNAعمل،  نیا تیصورت موفق

به بعد دوره  نی. از اکند مین دیرا تول روسیو یها نیروتئفعال پ صورت بهآلوده شده است اما  یو یکامل با اچ آ زبانیسلول م

که  یمانند. هنگام یم یباق یمدت طولان یبرا« منفجر نشده ییبمب ها»آلوده مانند  های سلولکه در آن  شود مینهفته آغاز 

 یاچ آ لهیشده به وس همپروتئاز فرا می، آنزکنند میآغاز  یروسیپروو DNA یرا از رو روسیو یها نیپروتئ دیتول زبانیسلول م

به  یو یاچ آ یروسیدر آورند تا با اتصال آن ها به هم ذرات و یو یاچ آ ادینو بن یها نیپروتئ صورت بهآن ها را  دیبا یو

 یشوند، چرخه زندگ یاز آن خارج م زبانیسطح سلول م یتازه به وجود آمده با جوانه زدن بر رو یروسیو ات. ذردیوجود آ

 نشان داده شده است. 1و ساختار آن در شکل  روسیو

 
 (b)و چرخه تولید آن (a)ساختار اچ آی وی  :1شکل 

 معرفی مختصر در رابطه با روش آنالیز هوموتوپی:

کلی با نام روش آنالیز هوموتوپی گسترش داد که  صورت بهروش جدید برای مسائل غیرخطی یک  ، لیائو1882در سال 

برای حل آن ها  ؛ کهو برای حل معادلات دگر شکلی مرتبه صفر و بالاتر کاربرد دارد باشد میمحاسبات در آن بسیار گسترده 

ن لازم است ما به دنبال برخی روش های ریاضی بنابرای؛ عملگر خطی کمکی و توابع کمکی نیاز است تقریبات اولیه مناسب،

 مراجعه کنید. [58 ]برای انتخاب آن ها بگردیم.برای اطالاعات بیشتر در مورد این روش می توانید به 

                                                                                                                                                  
 نوعی پروتئین ویروسی 1

2 Trans-Activator of Transcription 
3 Regulator of Virion Expression 
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 روش تجزیه هوموتوپی:

که در چند سال اخیر  باشد میجدید  نسبتاً تحلیلی نیمهبرای حل مسائل غیرخطی روش تجزیه هوموتوپی یک روش 

ضیدانان زیادی را به خود جذب کرده است و نسبت به روش های قبلی که معرفی کردیم ساده تر و محاسبات آن سرراست ریا

ولی این روش با تعداد  باشد میهر چند تمام این روش ها از یک خانواده هستند و جواب نهایی آن ها در مسائل یکی  تر است،

تعدادی  هتر است. البته دیدگاه های مختلفی در رابطه با این روش وجود دارد،تکرار کمتری به جواب می رسد و همگرایی آن ب

که ساختار آن از ترکیب روش تجزیه  باشد میاز دانشمندان معتقدند این روش یک تعریف جدید از روش آنالیز هوموتوپی 

ر نیست معادلات تغییر شکل مرتبه آدومیان و روش اختلال هوموتوپی به وجود آمده است و در روش آنالیز هوموتوپی چون قاد

آن دشوار است از این رو روش تجزیه  برای Nبالا را به طور مناسب حل کند و درک هوموتوپی و معادلات تغییر شکل مرتبه 

 هوموتوپی معرفی شده است که کارایی آن نسبت به روش های قبلی بهتر است.

 یه هوموتوپی:ایده اساسی روش تجز1-7-3 

 صورت به برای شرح ایده اساسی این روش، یک معادله دیفرانسیل جزئی کسری غیریکنواخت غیرخطی کلی را با شرایط اولیه

 :[28 -31],[27,21,1]زیر در نظر می گیریم

u( x,t )
L(u( x,t )) N(u( x,t )) f ( x,t ), ,

t


   






  (1) 

 با توجه به شرایط اولیه:

( k )

kD u( x, ) f ( x ),( k , ,n ),...   1
 

( n )D u( x, ) ,n [ ],    

k

kD u( x, ) g ( x ), ...( k , ,n ),  1 

nD u( x, ) ,n [ ],   

که 
t








عملگر دیفرانسیل کسری غیرخطی Nیک تابع معلوم، f،باشد میلیوویل یا کاپوتو  -عملگر مشتق کسری ریمان 

معادلات دیفرانسیل جزئی کسری به  عملگر دیفرانسیل کسری خطی می باشند. پله ی اول این روش تبدیل Lکلی و

که با استفاده از عملگر معکوس باشد میمعادلات انتگرال جزئی کسری 
t








 .شود می( حاصل 1واقع در هر طرف معادله ) 

 داریم: لیوویل -انبرای حالت مشتق کسری ریم
n

j j

j

t

f ( x )
u( x,t ) t

Γ( j )

( t ) [ L( u( x, )) N( u( x, )) f ( x, )]d ,
Γ( )








 
 

  





1

1

1

1

1







    


 

 برای حالت مشتق کسری کاپوتو:
tn

j j

j

g ( x )
u( x,t ) t ( t ) [ L( u( x, )) N( u( x, )) f ( x, )]d ,

Γ( ) Γ( )






    


 
1

1

1

1
1

    
 

 

 در حالت کلی با قراردادن: یا،

n
j j

j

f ( x )
T( x,t ) t

Γ(
,

j )







 


1

1 1



 یا 

n
j j

j

g ( x )
T( x,t )

)
,t

Γ(









1

1 1
 

 به دست می آوریم:
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t

u( x,t ) T( x,t ) ( t ) [ L( u( x, )) N( u( x, )) f ( x, )]d ,
Γ( )

    
11     


فرض اصلی و پایه 

 زیر است: صورت به نوشت، p یک سری توانی بر حسب صورت بهبتوان جواب ها را  که طوری به ه هوموتوپی،در روش تجزی

  n

n

n

u x,t , p p u ( x,t ),




 

   
p

u x,t limu x,t, p ,



1

 

 زیر تجزیه و تبدیل کرد: صورت بهغیرخطی را می توان  وجمله

    n

n

n

N u x,t p H u ,




 

 که آنجاییاز  p ,  .باشد می یک پارامتر نشاننده 1

  nH u  زیر به دست می آید: صورت بهکه  شود میچندجمله ای های خی نامیده 

 
n

j

n n jn
j

H ( u , ,u ) N p u x,t.. ,n , , ,
n!

. ...
p





  
   

    


1 1 2 

 زیر در نظر می گیریم: صورت بهچند جمله ای های خی را  در این کتاب که طوری به
n

n j n j

j

H ( t ) u u  ,n , ,...


 



 
1

1 1 2 

 زیر به دست آمده است: صورت بهروش تجزیه هوموتوپی توسط تعریف هوموتوپی محدب که قبلا بیان کردیم 

 
 

t

n n

n n

n n

n n

n n

n n

( p )( p u ( x,t ) u ( x,t )) p( p u ( x,t ) T( x,t ) ( t ) [ f x,
Γ

L( p u ( x, )) N( p u ( x, ))]d ) ,

 


 

 

 

     

  

  

 

111  


  

با توجه به اینکه  

    u x,t T( x,t ) داریم:باشد می ، 

 
 

t

n n n

n n n

n n n

p
p u ( x,t ) T( x,t ) ( t ) [ f x, L( p u ( x, )) N( p u ( x, ))]d ,

Γ

  


  

       
1    


 آنگاه:

 
 

t

n n n

n n n

n n n

p
p u ( x,t ) T( x,t ) ( t ) [ f x, L( p u ( x, )) N( p u ( x, ))]d ,

Γ

  


  

      
1    


با مرتب کردن جملات 

 .شود می،جواب هایی از مرتبه های مختلف با جمله اول زیر حاصل  pهم توان از 

    u x,t T( x,t ). 

 و سپس به اثبات کنیم میحال برای آشنایی بیشتر با این روش، ابتدا یک مسئله ساده را با روش تجزیه هوموتوپی حل 

 .پردازیم میهمگرایی این روش 

 مثال:

 :[29]ما معادله دیفرا نسیل ریکاتی مرتبه کسری زیر را در نظر می گیریم 

y( x ) ( x )        , x ,yD


      
2

1 1  (16-3) 

 با شرط اولیه:

y( ) . 
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 بر اساس روش تجزیه هوموتوپی ما بدست می آوریم:

 
n

n

n

x
p n

p y ( x ) y( ) ( x t ) [ ]dt,
nΓ

n

( p y ( t ))








   



 

2

10 1


 

 ( ما معادلات انتگرال زیر را بدست می آوریم:60-3و به کار بردن ) pب کردن مراتب هم توان از با مرت

x

nxn

n j n j n
j

: ( x ) y( )     ,  ( ) ,

: ( x ) ( t ) dt , ( ) ,
( )

.

.

.

: ( x ) dt , ( ) ,n ,
( )

p y y

yp y ( x t ) y

p y ( x t ) y y y






 


  

    
   

   
 



 

21 1

1 1

11

1

1 1

1 2

 

 زیر بدست می آید: صورت بهو جواب ها 

( x ) ,

( x ) ,
( )

( x ) ,

( )
( x ) ,

( ) ( )

( x ) ,

.

.

.

y

xy

y

xy

y








  



   

    





1

2

3

23

4

1

1 2
1 3 1

 

 وان تعیین کرد، بنابراین:بقیه مولفه ها را با استفاده از نرم افزارهای ریاضی می ت

N n
n

( x ) ( x ),y y





9

9
 

حال بر اساس روش تجزیه هوموتوپی، جواب تقریبی بدست آمده را به ازای  1 جواب دقیق  که طوری بهدهیم،  قرار می

 :باشد میزیر  صورت به

y( x ) tanh( x ), 

با توجه به اینکه  1 :باشد 

n
N

n

( x ) y ( x ) x ,
.

x x x xy




     
3 5 7 99

9

2 17 62
3 15 35 2835

 

Nبنابراین به ازای    ما داریم: 9
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nn n
N

nn
n

( )
( x ) , x ,

( n )!

xy B




 
 

2 12 2

2

1
2 2

2 2 

 .باشد میعدد برنولی  nB2که 

CD های سلولمدلسازی کسری در مورد عفونت اچ آی وی از  T4: 

 ه این ترتیب به وسیله یک دستگاه معادلات دیفرانسیل کسری غیرخطی به تحلیل مدل ریاضی عفونت اچ آی ویب

 :[36-38[,]1]پردازیم می

max

d T T+I
P T rT( ) kVT ,

Tdt

d I
kVT I ,

dt

d V
N I V ,

dt

















 

    

 

 

1

 , , 1   

 با توجه به شرایط اولیه:

T( ) T  , I( ) I  , V( ) V  ,   

 زیر در نظر می گیریم: صورت بهما شرایط اولیه و پارامتر ها را 

 

max

T .  , I  , V .  , p .  , . ,r ,

.  , = .  , k= .  , T ,  , N .

     

  

1 1 1 2 3
3 3 27 1 5 1



 
 

 به معادلات انتگرالی زیر می رسیم: سپس برای حل مدل ریاضی ارائه شده،
t

n n n

n n n

n n n

n n

n n
n nn n

n n

n nmax

p
p T ( t ) T( ) ( t ) ( p p T ( ) r p T ( )

( )

p T ( ) p I ( )

( ) k p T ( ) p V ( ) )d ,
T

  


  

 

 
 

 

    




 

  

 
 

1

1

   


 

  

 

t

n n n n

n n n n

n n n n

p
p I ( t ) I( ) ( t ) ( k p T ( ) p V ( ) p I ( ))d ,

( )

   


   

   


   
1     

 
t

n n n

n n n

n n n

p
p V ( t ) V( ) ( t ) ( N p T ( ) p V ( ))d ,

( )

  


  

   


  
1     


 

با استفاده از روش تجزیه هوموتوپی معادلات انتگرالی زیر را که حل کردن آن ها  ، pبا مرتب نمودن بر حسب توان های 

 خیلی آسان هستند بدست می آوریم .

با استفاده از روش آشفتگی هوموتوپی، ابتدا یک مجموعه ای از معادلات دیفرانسیل معمولی بعد از  در حالی که توجه دارید

محاسبه کردن تعدادی معادلات دیفرانسیل  که طوری به بدست خواهیم آورد pمرتب کردن جملات توان های یکسان از 

 معمولی از مرتبه بالا بسیار سخت است .

p T ( t ) T   ,  T ( ) T  ,

p I ( t ) I   ,  I ( ) I  ,

p V ( t ) V   ,  V ( ) V  .
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t

max

t

T I
p : T ( t ) ( t ) ( p T rT ( ) kV T )d ,

( ) T

T ( ) ,

p : I ( t ) ( t ) ( kV T I )d ,
( )

I ( ) ,






     




  








1 1
1

1

1 1
1

1

1 1

1





  


  


t

p :V ( t ) ( t ) ( NI V )d ,
( )

V ( ) ,

  





1 1

1

1

1   


 
t n n

n

n n j n j j n j

j jmax

n

j n j n

j

t n
n

n j n j n

j

n

t

n

n

r
p : T ( t ) ( t ) (( r )T ( T T T I )

( ) T

k T V )d ,   T ( t ) ,n ,

p : I ( t ) ( t ) (k V T I )d ,
( )

I ( t ) ,n ,

p :V ( t ) ( t ) (
( )

 


    

 



 






  





    


  

  


 

 


 







1 1
1

1 1 1

1

1

1
1

1 1

1

1

2

1

2

1







 




  





n n

n

N I V )d ,

V ( t ) ,n ,

 

 

1 1

2

  

حال ابتدا با توجه به 

( بیان کردیم و به 2-4روش حل تجزیه هوموتوپی جواب های مجانبی مدل عفونت اچ آی وی برای مرتبه صحیح را که در )

Nازای    :دهیم میزیر شرح  صورت بهبدست آوردیم،  8

T ( t ) T . ,   I ( t ) I ,  V ( t ) V . ,     1 1 

T( t ) . t,   I ( t ) . t,  V ( t ) . t,   1 1 1397953 27 24 

 

T ( t ) . t ,I ( t ) . t ,V ( t ) . t ,  2 2 2
2 2 2592849 172737 288 41 

. 

. 

. 

T ( t ) . t ,   I ( t ) . t  ,  V ( t ) .  t ,        5 8 11 8 1 8
8 8 82787485189 1 4566 57 151 1 128523993 جواب های مجانبی 1

 :شود میتوسط معادله زیر تعیین 

T( t ) T ( t ) T ( t ) T ( t ) ... T ( t ),

I( t ) I ( t ) I ( t ) I ( t ) ... I ( t ),

V( t ) V ( t ) V ( t ) V ( t ) ... V ( t ).

    

    

    

1 2 8

1 2 8

1 2 8

 

زیر نشان داده شده است و با نتایج روش های دیگر مقایسه شده است که  صورت به( 3( تا )1نتایج عددی در جدول های )

در حالی که محاسبات آن  روش تجزیه هوموتوپی نزدیک است، به جواب LADM-Padéنشان می دهد جواب تقریبی روش 

بنابراین نتیجه ؛ شود میاز جمله تبدیل لاپلاس و لاپلاس وارون به کار رفته در روش باعث طولانی شدن عملیلت ریاضی آن 
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 د.می گیریم که روش تجزیه هوموتوپی بین این روش ها از همه مناسب تر است و زودتر به جواب مناسب می رس

)T(: مقایسه عددی از 1جدول ) t Nبه ازای  (  8 
T HDM LADM-Padé Runge-Kutta MVIM VIM BCM 

0 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 

0/2 0/2088072731 0/2088072731 0/2088080833 0/2088080868 0/2088073214 0/2038616561 

0/4 0/4061052625 0/4061052625 0/4062405393 0/4062407949 0/4061346587 0/3803309335 

0/6 0/7611467713 0/7611467713 0/7644238890 0/7644287245 0/7624530350 0/6954623767 

0/8 1/3773198590 1/3773198590 1/4140468310 1/4140941730 1/3978805880 1/2759624442 

1 2/3291697610 2/3291697610 2/5915948020 0/2088080868 2/5067466690 2/3832277428 

)I(: مقایسه عددی از 2جدول ) t Nبه ازای  (  8 

t HDM LADM-Padé Runge-Kutta MVIM VIM BCM 

0 0 0 0 0 0 0 

0/2 
6/03270728 

.10−6 

6/03270728. 
.10−6 

6/032702150 
.10−6 

6/032701651 
.10−6 

6/032634366 
.10−6 

6/247872100.10−6 

0/4 1/31591617.10−5 1/31591617.10−5 
1/315834073 

.10−5 
1/315830167.10−5 1/314878543.10−5 1/293552225.10−5 

0/6 2/12683688.10−5 2/12683688.10−5 2/122378506.10−5 
2/1223310013 . 

.10−5 

2/101417193 . 
.10−5 

2/035267183.10−5 

0/8 
3/00691867 

.10−5 
3/00691867.10−5 3/017741955.10−5 

3/0174509323 
.10−5 

2/795130456 
.10−5 

2/837302120.10−5 

1 
3/98736542 

.10−5 

3/98736542 
.10−5 

4/003781468 
.10−5 

4/025404050.10−5 2/31562317.10−5 3/690842367.10−5 

)V(: مقایسه عددی از 3جدول ) t Nبه ازای  (  8 

T 

 
HDM LADM-Padé Runge-Kutta MVIM VIM BCM 

0 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 

0/2 0/06187996025 0/06187996025 0/06187984331 0/06187990876 0/06187995314 0/06187991856 

0/4 0/03831324883 0/03831324883 0/03829488788 0/03829595768 0/03830820126 0/03829493490 

0/6 0/02439174349 0/02439174349 0/02370455014 0/02371029480 0/02392029257 0/02370431860 
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0/8 0/009967218934 0/009967218934 0/01468036377 0/01470041902 0/01621704553 0/01467956982 

1 0/003305076447 0/003305076447 0/009100845043 0/009157238735 0/01608418711 0/02370431861 

 :کنیم میزیر بیان  صورت بهجواب های مجانبی مدل کسری عفونت اچ آی وی را  سپس بر اساس هدف کتاب،

 زیر بدست آوردیم: صورت بهبنابراین مولفه های جواب سری مستقیما و سرراست 

T ( t ) T . ,   I ( t ) I ,  V ( t ) V . ,     1 1 

t t t
T ( t ) . ,   I ( t ) . ,  V ( t ) . ,

( ) ( ) ( )
   

     
1 1 1397953 27 24

1 1 1

  

  
 

. t . t . t
T ( t ) t ( ),

( + + ) ( + ) ( )

. . t . t
I ( t ) t ( t ),

( + ) ( + ) ( )

. t . t
V ( t ) ),

( + ) ( + )








   

    


   

     

 
  

9

2

6

2

2

2

54 1 118563 648
1 1 2 1

81 1 107447 648
1 2 1 1

81 567
1 1 2

  


 
 

  

    

    

  

 

جواب های  چند جمله محاسبه شده است و اما اینجا،؛ می توان بقیه مولفه ها را بدست آورد 1ا استفاده از نرم افزار متمتیکاب

 مجانبی توسط معادله زیر معین شده است:

T( t ) T ( t ) T ( t ) T ( t ) ... T ( t ) ...,

I( t ) I ( t ) I ( t ) I ( t ) ... I ( t ) ...,

V( t ) V ( t ) V ( t ) V ( t ) ... V ( t ) ...,

     

     

     

1 2 8

1 2 8

1 2 8

 

پی به ازاینمودار جواب های تقریبی بدست آمده را از طریق روش تجزیه هوموتو (4)تا (1)شکل های 

. , . ,  9 99 1   .نشان می دهد 

,پارامتر های جدید  ,    پارامترهای جدید فیزیکی که خصوصیات عکس العمل )برهم کنش( بین  عنوان بهدر مدلسازی

CD های سلولغلظت  T4  ،های سلولسالم و حساس CD T4 اچ آی وی و ذرات آزاد  آلوده شده از طریق ویروس های

 ویروس اچ آی وی در خون در نظر گرفته شده است، معرفی شده اند.

 
Nنمودار جواب های تقریبی به ازای  :(1شکل )  8 

)Tخطوط سبز: t CDهای سلولغلظت  ( T4 :سالم، قرمز I( t CDهای سلول( T4 ،آلوده به ویروس های اچ آی وی

                                                
1 Mathematica 
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)V آبی: t  ذرات ویروس اچ آی وی آزاد در خون.(

 

)T (: نمودار جواب تقریبی به ازای2شکل ) t Nو  (  8 

 

 

)I(: نمودار جواب تقریبی به ازای 3شکل ) t Nو (  8 . 

 

)V (: نمودار جواب تقریبی به ازای4شکل ) t Nو  (  8 . 

وس های اچ ای وی بر طبق واکنش سیستم ایمنی و با توجه به ( با ورود ویر1در این نمودار بر اساس دوره نهفته ، در شکل )

CD های سلولبازخور مثبت غلظت  T4  نمایی رشد آن تقویت می گردد، سپس بر اساس  صورت بهو  کند میافزایش پیدا

 بازخور منفی سطح ویروس در خون به میزان غیر قابل تشخیصی کاهش می یابد.

. در کند میبررسی  باشد میو ده روز اول بیماری را که در حال ورود به دوره نهفته  باشد مینمودارها بر اساس روز زمان در این 

 اینجا در بازه ,T کهT 1 با انتخاب  باشد میt 1  زمان را بهt (1تقسیم کرده است که شکل ) های کوچک 

بازه  ,1 ( جواب تقریبی 2را در دوره نهفته نشان می دهد، در شکل )ایمنی سالم را مشاهده میکنید که از روز  های سلول

 های سلولبر اساس واکنش به ذرات ویروس و  که ازآنجایی. کند مینمایی رشد  صورت بهچهارم به بعد در حال افزایش است و 

( مشاهده می کنید تا قبل از روز چهارم در حال افزایش است و با نزدیک شدن به روز چهارم 4( و)3آلوده که در شکل های )

 بر اساس واکنش سیستم ایمنی بدن غلظت آن ها کاهش می یابد.
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t
n n

n n

n n

t
n n

n n

n n

n n

n n

n n

p
p u ( x,t ) u( x, ) ( t ) a ( p u ( x, ) )d ,

( ) x

p
p ( x,t ) ( x, ) ( t ) b ( p ( x, ) )

( ) x

c p u ( x, ) d p ( x, )d ,

 


 

 


 

 

 


     

  


       

  

    

 

 

 

2
1

2

2
1

2 

 ، معادلات انتگرالی زیر را بدست می آوریم:pسب توان های حالا، با مرتب نمودن بر ح

 
 جواب های زیر بدست می آیند:

x x

x x

x

x

u ( x,t ) me , ( x, ) ne ,

ae mt ( x ) e t ( cm n( d b( x )))
u ( x,t ) , ( x,t ) ,

( ) ( )

a e m ( x ( x ))
u ( x,t ) ,

( )

t ( d( cm dn ) b( cm dn )( x ) b n( x x
( x,t ) e t (

 

   

 


 

  

    
  

     

  


  

        
 

2 2

2 2

2

2

2 2

1 1

2 2 2 2

2

2 2 2

2

2 1 2 2 4
1 1

4 3 4 3
1 2

2 2 1 2 4 3 12 4

x

)) ( )
)

( )

e t
( acmt ( x )),

( )

 


  

  

  
  

2

2

2

1
1 2

2 1 2
1

با استفاده از نرم افزار 

 را بدست آوریم. متمتیکا، ما می توانیم بقیه جملات

 زیر تعریف شده است: صورت بهرفتیم و جواب های مجانبی از جواب های سری را در نظر گ اما اینجا تنها چندجمله

u( x,t ) u ( x,t ) u ( x,t ) u ( x,t ) u ( x,t ) ...

( x,t ) ( x,t ) ( x,t ) ( x,t ) ( x,t ) ...

    

      

1 2 3

1 2 3

 

x

x

t

t

n

n

p u ( x,t ) u( x, ) me ,u ( x, ) u,

p ( x,t ) ( x, ) ne , ( x, ) ( x, ),

a u
p u ( x,t ) ( t ) ( )d ,u ( x, ) ,

( ) x

p ( x,t ) ( t ) ( b cu d )d , ( x, ) ,
( ) x

.

.

.

a
p u ( x,t ) (

( )









   

       


     

  

 
          

  

 
 





2

2

2
1 1

1 12

2
1 1

1 12

1

t
n

t
n n

n n n n

u
t ) ( )d ,

x

p ( x,t ) ( t ) ( b cu d )d , ( x, ) ,
( ) x

 

 
 


  



 
          

  





2
1 1

2

2
1 1

1 12

1
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 ( رفتار بیولوژیکی از جواب جفت شده به ازای مجموعه ای از پارامترهای فرضی زیر را نشان می دهد.8( تا )7شکل )

m ,n ,a / ,b ,c ,d .     12 16 5 3 1 2 

 به ازای یک فاصله ی ثابت و مشخص:

X , / , / .   1 9 99 

,پارامترهای جدید    پارامترهای جدید فیزیکی که خصوصیت برهم کنش بین غلظت آمیب و  عنوان بهدر مدلسازی که

 معرفی شده اند. (غلظت یک ماده شیمیایی است )در نظر گرفته شده

 

N.غلظت آمیب و  (: نمودار جواب تقریبی به ازای5شکل )  5 

 
Nغلظت مواد شیمیایی و  نمودار جواب تقریبی به ازای(: 6شکل )  5 . 

 
N (: نمودار جواب تقریبی جفت شده به ازای غلظت آمیب و مواد شیمیایی7شکل )  5 . 

، از طرفی باشد میتابع حساسیت این عبارت برابر با یک  که زآنجاییادر این نمودار با توجه به صفر بودن عبارت کموتاکتیک و 

یک حساسیت کلی هم در بدن وجود دارد. بر همین اساس بدن در مقابل بیماری آمیب مقاومت و به این صورت کاهش پیدا 

که بیماری  شود می و هنوز مبتلا به ایدز نشده است، باعث باشد می.همچنین چون عفونت اچ آی وی در دوره نهفته کند می

 نهفته وارد بدن فرد شود. صورت بهآمیب هم 

 



 مطالعات علوم کاربردی در مهندسی

 207-225، صفحات 1403 بهار ،1 شماره ،10 دوره

770 
 

 :2مثال 

)Xسگل زیر را با تابع حساسیت  -معادله کلر  )    زیر باشد: صورت بهدر نظر بگیرید. چنانچه عبارت کموتاکتیک 

X( ) u( x,t ) ( x,t ) ( X )
(u( x,t ) ) u( x,t ) ,

x x x x x

      
 

    

2

2 

 آنگاه

u( x,t ) u( x,t ) u( x,t ) ( x,t ) ( x )
a u( x,t ) ,

t t x x x

u( x,t ) ( x,t )
b cu( x,t ) cu( x,t ) d ( x,t ),

t x









     
  

    

  
    

 

2 2

2 2

2

2

 

 به شرایط اولیه: با توجه

u( x, ) u ( x ), ( x, ) ( x ),x I .     

 با توجه به روش تجزیه هوموتوپی، ما مجموعه معادلات انتگرالی زیر را که محاسبه آن خیلی آسان است بدست آوردیم:

t

t

n

n

p : u ( x,t ) u ( x ),u ( x, ) u( x, ),

p : ( x,t ) ( x ), ( x, ) ( x ),

u u
p : u ( x,t ) ( t ) ( a u )d ,

( ) x x x x

p : ( x,t ) ( t ) ( b cu d )d , ( x, ) ,
( ) x

.

.

.

p : u ( x,t )
(





 

     

    
     
     

 
         

  


 





2 2
1 1

1 2 2

2
1 1

1 12

1

1

1 n nt
j n j n jn

j

j j

n

t
n n

n n n n

uu
( t ) ( a u )d ,

) x x x x

u ( x, ) ,

p : ( x,t ) ( t ) ( b cu d )d , ( x, ) ,
( ) x

 
    

 

 
 

   
    

   



 
         

  

 



22 1 1
1 11 1

2 2

2
1 1

1 12

1
جواب های زیر  

 را بدست می آوریم:
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x x

x x x

x

x

u ( x,t ) me , ( x, ) ne ,

e mt ( n ae ( x ) e t ( cm n( d b( x )))
u ( x,t ) , ( x,t ) ,

( ) ( )

u ( x,t ) ( e m ( )
( ) ( ) ( . ) ( )

( t ( ae n( x ) n ( x )

a

 

   

  

  

  

      
  

    

   
          

     



2 2

2 2 2

2

2

2 2 2

1 1

1 4 3
2

1 2 2 2 2

2 1 2 2 4
1 1
1 2 1

1 1 5 1

2 3 1 2 1 2
x

x

x x

x

e ( x ( x ))) ( )

e t ( ( cm dn ) bn( x )) ( ))),

( x,t ) ( e ( cmt ( n ae ( x )) ( )
( ) ( )

e t ( d( cm dn ) b( cm dn )( x )

b n( x ( x ))) ( ),

  

 



     

       

        
      

      

       

2

2 1 2

2 2

2

2 2 2 2

2

2 2
2

2 2

2 2 2

3 4 3 1

4 3 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1

2 2 1 2

4 3 4 3 1

 با استفاده از نرم افزار

اما اینجا تنها چند جمله از جواب های سری در نظر گرفتیم و جواب مجانبی ؛ متمتیکا، بقیه جملات را می توان بدست آورد

 زیر داده شده است: صورت به

u( x,t ) u ( x,t ) u ( x,t ) u ( x,t ) u ( x,t ) ...

( x,t ) ( x,t ) ( x,t ) ( x,t ) ( x,t ) ...

    

      

1 2 3

1 2 3

 گیری و پیشنهادات نتیجه

ریخچه ی مختصری از عفونت اچ آی وی،مفاهیمی با توجه به جدید بودن بحث مورد اشاره در این کتاب،فصول ابتدایی آن به تا

اولیه در رابطه با سیستم ایمنی بدن انسان و همچنین تعاریف ریاضی مربوط به اپراتورهای مرتبه کسری اختصاص داده شده 

ه است.نحوه ی پاسخ معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری در نوع غیرخطی از دیگر مسائلی است که در این کتاببه آن اشاره شد

دستگاه  صورت بهاست. ما در اینجا به بررسی مدل ریاضی عفونت اچ آی وی پرداختیم،چنان که روند این عفونت در بدن را 

 معادلات دیفرانسیل معمولی کسری غیرخطی بیان کردیم.

که یک با درک ارتباط بین سیستم های مرتبه کسری غیرخطی و معادلات انتگرالی ولترا به شرح روش تجزیه هوموتوپی 

بسیاری برای حل مسائل غیرخطی وجود  تحلیلی نیمهروش های  که ازآنجاییپرداختیم . باشد میجدید  تحلیلی نیمهتکنیک 

دارد.بر همین اساس با توجه به اثبات همگرایی روش تجزیه هوموتوپی با استفاده از قضیه نقطه ثابت ، در این کتابنشان دادیم 

و علاوه بر این محاسبات در  باشد میوانا برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی کسری که این روش یک ابزاری کارا و ت

دیگر خیلی ساده و مختصر به کار می رود.بنابراین مدل ریاضی عفونت  تحلیلی نیمهروش تجزیه هوموتوپی نسبت به روش های 

افراد مبتلا به عفونت اچ  که ازآنجاییرا بدست آوردیم. اچ آی وی را با استفاده از این روش حل کردیم و جواب های مجانبی آن

CDهای سلولو  شود میآی وی سیستم ایمنی بدنشان به تدریج ضعیف  T4 دفاعی بدن که لکوسیت نام  های سلول عنوان به

یک مدل  صورت بهط کلر و سگل ،این افراد راحت تر به بیماری آمیب دچار می شوند ،این بیماری توسشود میدارد کاسته 

ریاضی غیرخطی کسری بیان شده است که در این کتاببا استفاده از روش تجزیه هوموتوپی به حل آن پرداختیم و جواب های 

 :پردازیم میمجانبی آن را بدست آوردیم. حال به ارائه پیشنهادات زیر 

 دیگر تحلیلی نیمه( حل مدل کسری عفونت اچ آی وی با روش های 1

 ( توصیف تمام مراحل بیماری ایدز و ارائه مدل ریاضی آن2

 ارائه شده به منظور مطالعه تاثیر دارو بر ممانعت از پیشرفت بیماری های مدل( 3

 ( ارایه مدل ریاضی عفونت اچ آی وی و محاسبه نقطه تعادل در آن4



 مطالعات علوم کاربردی در مهندسی

 207-225، صفحات 1403 بهار ،1 شماره ،10 دوره

777 
 

 پیچیده دیگر و محاسبه پایداری آن های مدل( ارائه 5

 دیگر و حل آن با روش تجزیه هوموتوپی های بیماری ارائه مدل ریاضی (6
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، کتابارشد ریاضی کاربردی، دانشگاه «روش اختلال هوموتوپی برای حل سیستم معادلات انتگرال غیرخطی» (، 1380. حکیمیان، م.،)66



 مطالعات علوم کاربردی در مهندسی

 207-225، صفحات 1403 بهار ،1 شماره ،10 دوره

772 
 

 حد تهران مرکزی .آزاد اسلامی وا

، کتابکارشناسی ارشد ریاضی «مطالعه تحلیلی و بعضی اصلاحات روی روش های جدید حل معادلات تابعی» (،1381. اسلامی، م.، )67

 کاربردی، دانشگاه گیلان .

انشگاه آزاد تهران ، کتابارشد ریاضی کاربردی، د«روش اختلال هوموتوپی برای حل مسائل مقادیر مرزی مراتب بالا» . یوسفی، م.،69

 مرکزی .

، «با استفاده از عملگرهای جدید تحلیلی نیمهحل معادلات دیفرانسیل غیرخطی به وسیله روش های » (، 1398. جعفری،م.، )68

 کتابدکتری ریاضی کاربردی، دانشگاه یزد .

 «جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برخی حل برای یافته بهبود آدومیان تجزیه روش کارایی بررسی» (،1391 پاکباز،م.، ). 70

 . ریاضی ،گروه علوم ،دانشکده شیراز صنعتی ،دانشگاه ارشد ،کتابکارشناسی

 ،دانشگاه ارشد کتابکارشناسی، «  (دومین)آ دیفرانسیل معادلات برای رفته بکار تجزیه روش همگرایی »(،1379 ،) مجنی،ص.ع. . زینی71

 .ریاضی ،دانشکده ایران صنعت و علم

، «روش آشفتگی هوموتوپی برای حل معادلات با مشتقات جزئی و مقایسه آن با بعضی روش های عددی » (، 1398. تمدنی،س.،)72

 کتابکارشناسی ارشد ریاضی کاربردی، دانشگاه گیلان .

، کتابکارشناسی «یم های آنحل معادلات دیفرانسیل و انتگرال با استفاده از قضیه نقطه ثابت باناخ و تعم» (، 1381. حسینی،س.پ.،)73

 ارشد ریاضی )آنالیز( .


