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 ها درعلم ریاضی اثثات مسائل مرتوط ته نامساوی
 

 پروانه میرزایی 

سٟشاٖ ؿٕبَ، ٔذسع دا٘ـٍبٜ ػ٣ّٕ وبسثشد٢ ؿٟشػشبٖ آثذا٘بٖ، دث٥ش س٤به٣ اػلا٣ٔ ٚاحذ دا٘ـٍبٜ آصاد  ٔحن، اسؿذ س٤به٣ دا٘ؾ آٔٛخشٝ وبسؿٙبػ٣

 ٞب٢ ٔشٛػٌٝ دْٚ ؿٟشػشبٖ آثذا٘بٖ دث٥شػشبٖ

 

 چکیذه

ٞب٢ ٔشفبٚر حُ ٔؼبئُ آٖ ثؼ٥بسص٤بد اػز. وٝ ٌب٣ٞ سٕشوض لاصْ س٢ٚ  ٚ سٙٛع سٚؽ دشٚاهح اػز وٝ ٔجبحض ٔخشّف س٤به٣

وٙٙذ ٔـىُ اػز. اِجشٝ ٌب٣ٞ ٞٓ ثٝ خبًش ػذْ  ٌٔبِت ٚ ٔٛهٛػبس٣ وٝ سب حذ ص٤بد٢ رٞٗ سا ثشا٢ حُ ٤ه ٔؼبِٝ ٞذا٤ز ٣ٔ

ٞب٢  ثبؿذ وٝ دس ٕٞٝ ص٥ٔٙٝ ب ٣ٔٞ ؿ٤ٛٓ. ٤ى٣ اص ا٤ٗ ٔجبحض، ٘بٔؼب٢ٚ ٞب٢ حُ ٔؼبئُ دسحُ آٖ ٘بوبْ ٣ٔ آؿٙب٣٤ ثب سٚؽ

ٞب٣٤ وٝ ث٥ـشش ٔٛالغ  آ٤ٙذ.دس ا٤ٗ ٔمبِٝ سٚؽ سش٤ٗ ٔؼبئُ ثٝ ؿٕبس ٣ٔ ٞب اص جزاة س٤به٣ ٚجٛد داس٘ذ ٚ ٔؼبئُ ٔشثٛى ثٝ ٘بٔؼب٢ٚ

ا٢  د٥ٞٓ. ٞشچٙذ وٝ س٤به٥بر ٤ه ٞٙشخلالٝ اػز. ٚ ثشا٢ ٞش ٔؼئّٝ ا٘ذ سا ٔٛسد ثشسػ٣ لشاس ٣ٔ ٞب، ٔٛفك ثٛدٜ دسحُ ٘بٔؼب٢ٚ

 ٞب٢ ص٤بد٢ اسائٝ داد. سٛاٖ ساٜ حُ ٣ٔ
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 مقذمه

سش، ٕٔىٗ اػز ث٤ٍٛٙذ ٌٔبِؼٝ اػذاد ٚ  سحَٛ، ٚ فوب سؼش٤ف ؿذٜ اػز؛ ثلٛسر غ٥شسػ٣ٕ س٤به٥بر ػٕٛٔب ٌٔبِؼٝ ا٢ٍِٛ ػبخشبس،

ا١ٙٔ فىش س٤به٣ سغ٥٥ش وشدٜ اػز. س٤به٥بر صثب٣٘ خبف اؿىبَ اػز.سؼش٤ف س٤به٥بر ثشحؼت ٚػؼز دا١ٙٔ آٖ ٚ ٥٘ض ثؼي د

فىش، سحم٥ك ثذ٥ٟ٤بر  ؿٛد. دسٔٙظش كبحجبٖ ٌزاس٢ اص اػذاد ٚ ٕ٘بدٞب اػشفبدٜ ٣ٔ خٛد داسد،وٝ دسآٖ ثٝ جب٢ وّٕبر ٚ ػلائٓ ٘مٌٝ

دس س٤به٥بر ٔٛسد ثبؿذ. ػبخشبسٞب٢ ثخلٛك٣ وٝ  ػبخشبسٞب٢ ٔجشد سؼش٤ف ؿذٜ، ثب اػشفبدٜ اص ٌٔٙك ٚ ٕ٘بدػبص٢ س٤به٣ ٣ٔ

٥ٌش٘ذ اغّت دسػّْٛ ًج٥ؼ٣ ٔٙـبء داس٘ذ، ٚ ثؼ٥بسػ٣ٕٔٛ دسف٥ض٤ه، ٣ِٚ س٤به٥بر ػبخشبسٞب٢ دلا٣ّ٤ سا  سحم٥ك ٚ ثشسػ٣ لشاس ٣ٔ

سٛا٘ٙذ ثشا٢ ٔظبَ،٤ه ػ٥ٕٔٛز ٔشحذؿذٜ سا  ٕ٘ب٤ذ وٝ ثلٛسر خبِق دسٔٛسد ثبًٗ س٤به٣ اػز، ص٤شا س٤به٥بر ٣ٔ ٥٘ض ثشسػ٣ ٣ٔ

 ٔشؼذد، ٤باثضاسٞب٢ ٔف٥ذ سا ثشا٢ ٔحبػجبر ػ٣ٕٔٛ، فشاٞٓ ٕ٘ب٤ذ. ٞب٢ ثشا٢ ص٤ش٥ٔذاٖ

ٕ٘ب٤ٙذ وٝ ٔٙحلشا دلا٤ُ ػ٣ّٕ ٔحن داؿشٝ، س٤به٥بر سا ثلٛسر  دس ٟ٘ب٤ز،س٤به٥ذا٘بٖ ثؼ٥بس٢ دس ٔٛسد ٌٔبِج٣ وٝ ٌٔبِؼٝ ٣ٔ

ا٢  ا٥ٍّ٘ؼ٣ حؼبة، اص وّٕٝ حؼبة، ػّٓ اػذاد اػز.ٚاطٜ.ٍ٘ش٘ذ ٞٙش٢ ثشا٢ دشٚسا٘ذٖ ػّٓ،كشف ٘ظش اص سجشث٣ ٤ب وبسثشد٢، ٣ٔ

٤ٛ٘ب٣٘ ثٝ ٔؼٙب٢ اػذاد ٌشفشٝ ؿذٜ اػز.دسآغبص ؿٟش٘ـ٣ٙ٥، ا٘ؼبٖ ٌٛػفٙذاٖ، ٌبٚٞب ٚ ػب٤ش ح٥ٛا٘بر خٛد سا ثب اٍ٘ـشب٘ؾ 

سٚد، اص ٤ه و١ّٕ لاس٥ٗ ثٝ ٔؼٙب٢ اٍ٘ـز ٌشفشٝ ؿذٜ  ثٝ وبس ٣ٔ =سب  0ؿٕشد. دس ٚالغ و١ّٕ د٤ظ٤ز وٝ ثشا٢ ؿٕبسؽ اػذاد اص ٣ٔ

ؿٕشد. أب ا٤ٗ سٚؽ ثٝ صٚد٢ جب٢ خٛد سا ثٝ اػشفبدٜ اص  ٞب ا٘ؼبٖ ثب ػلأز صدٖ س٢ٚ چٛة ٤ب دسخز، اؿ٥بء سا ٣ٔاػز.ثؼذ

ٞٙذػٝ ٌٔبِؼٝ ا٘ٛاع ٔخشّف اؿىبَ ٚ خلٛك٥بر آٟ٘بػز. ٕٞچ٥ٙٗ ٌٔبِؼٝ اسسجبى ٥ٔبٖ  ٞب٣٤ ثبس٢ ٞش٤ه اصاػذاد داد. ػلأز

 اؿىبَ، صٚا٤ب ٚ فٛاكـُ اػز.

دا٘بٖ ثٛدٜ ٚ  ٞب٢ دظٚٞـ٣ آ٘ب٥ِض ٔبسش٤ؼ٣ ٞؼشٙذ وٝ اصاثشذا ٔٛسدػلالٝ ثؼ٥بس٢ اص س٤به٣ ٟٕشش٤ٗ حٛصٜٞب ٤ى٣ اصٔ بٔؼب٢ٚ٘

وبسثشدٞب٣٤ دسػّْٛ ٔخشّف اصجّٕٝ ٔحبػجبر ػ٣ّٕ، ٘ظش٤ٝ ػ٥ؼشٓ ٚ وٙششَ، سحم٥ك دس ػ٥ّٕبر، ف٥ض٤ه س٤به٣، اػشبس٥ه، 

 ٚ د٥ِٛب ٥ِشُ ٚٚد سٛػي ٞبسد٢،"ٞب ٘بٔؼب٢ٚ"بٔؼ٣ ثب ٘بْ وشبة سمش٤جب ج 78=5الشلبد ٚ ٟٔٙذػ٣ داسد. ٘خؼش٥ٗ ثبس دسػبَ 

ٞب٢ س٤به٣ كٛسر ٌشفز.لش٤جب  ٞب٢ ص٤بد٢ ثشا٢ چبح ٚ ٘ـش وشبة،سػبِٝ ٚ ٔمبِٝ دسحٛصٜ ٘بٔؼب٢ٚ ٍ٘بؿشٝ ؿذ. اص آٖ دغ، سلاؽ

ذاصٜ سمش٤جبر ٔشثًٛٝ ثٟشش ٞب س٥ضسش ٌشد٘ذ ثٝ ٕٞبٖ ا٘ و٥ّٝ ٔحبػجبر ثب ٘ٛػ٣ اص سمش٤ت ػشٚوبس داس٘ذ ثٙبثشا٤ٗ ٞشچمذس ٘بٔؼب٢ٚ

ٞب٢ ولاػ٥ه دس ثشآٚسد ٚ  ٞب ٚ ٕٞچ٥ٙٗ سؼ٥ٕٓ ٘بٔؼب٢ٚ ٞب٢ جذ٤ذ س٥ضسشوشدٖ ٘بٔؼب٢ٚ خٛاٞٙذ ؿذ. دس٘ش٥جٝ وـف ٘بٔؼب٢ٚ

 .دل٥مشش وشدٖ ٔحبػجبر ثٝ ٔب وٕه خٛاٞٙذ وشد

 

 پیشینه پصوهش

ٟذ،دا٘ـىذٜ ػّْٛ .دا٘ـٍبٜ فشدٚػ٣ ٔـ0=57«٥ّ٤ٚبٔض -ٞب٢ ػٍّٕش٢ دا٘ىُ ٘بٔؼب٢ٚ»سػبِٝ دوششا -

 س٤به٣،فشصادداد٢ دٛس

 ، دا٘ـٍبٜ سشث٥ز ٔؼّٓ، جٕبَ سٚئ٥ٗ.0>57،«ٞب ٚوبسثشدٞب ٘بٔؼب٢ٚ»سػبِٝ دوششا  -

 ،دا٘ـٍبٜ فشدٚػ٣، دا٘ـىذٜ س٤به٣، ٔجشج٣ ثبخشد.7=57،«ٞب ٘ش٣ٔ ثشا٢ ػٍّٕشٞب ٘بٔؼب٢ٚ»سػبِٝ دوششا -

بٞٙش وشٔبٖ، دا٘ـىذٜ س٤به٣ ٚ سا٤ب٘ٝ، ػبِٕٝ .دا٘ـٍبٜ ؿ٥ٟذ ث=57« ٞب٢ ٤بً٘ ٔبسش٤ؼ٣ ٘بٔؼب٢ٚ»سػبِٝ دوششا -

 ؿ٥خ حؼ٣ٙ٥.

.دا٘ـٍبٜ ؿ٥ٟذثبٞٙش وشٔبٖ.دا٘ـىذٜ س٤به٣ ٚ 9;57«س٤به٣ ٔشٚس٢ ثشفّؼفٝ ػّٓ»٘بٔٝ وبسؿٙبػ٣ اسؿذ دب٤بٖ -

 وبٔذ٥ٛسش ثخؾ س٤به٣، سهب لبػٓ دٛس دثبغ٣.

دا٘ـٍبٜ كٙؼش٣ ؿ٥شاص، دا٘ـىذٜ  ،8=57،«ٞب دس فوبٞب٢ ٘شْ داس خ٣ٌ ثشخ٣ ٘بٔؼب٢ٚ»٘بٔٝ وبسؿٙبػ٣ اسؿذ دب٤بٖ -

 س٤به٣، ػ٥ٕشا ٞبؿٓ دٛس.
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دا٘ـٍبٜ كٙؼش٣ اكفٟبٖ، دا٘ـىذٜ ػّْٛ  ;>57،«ٞب ثشا٢ ػٍّٕشٞب٢ فـشدٜ ٘بٔؼب٢ٚ»٘بٔٝ وبسؿٙبػ٣ اسؿذ دب٤بٖ -

 ٘ظاد. س٤به٣،اِٟٝ صٞذ٢

ٔذسع،ػ٣ّ  ، دا٘ـٍبٜ سشث٥ز=>57،«ٌٔٙم٣ -اػشمشا٢ س٤به٣ ٚ احشٕبَ اػشمشا٣٤»٘بٔٝ وبسؿٙبػ٣ اسؿذ دب٤بٖ -

 ث٥ٍذ٣ِ. 

 .66دٚسٜ 7ٔجّٝ س٤به٣ دٚسٜ آٔٛصؽ ٔشٛػٌٝ،ؿٕبسٜ 6=57،احٕذ لٙذٞبس٢،«ٞب خٛاف ٘بٔؼب٢ٚ»ٔمبِٝ -

 

 ریاضیات ۀتاریخچ

ا٘ؼبٖ ا٥ِٚٝ ٘ؼجز ثٝ اػذاد ث٥ٍب٘ٝ ثٛد ٚ ؿٕبسؽ اؿ٥بء اًشاف خٛد سا ثٝ حؼت غش٤ضٜ ٤ؼ٣ٙ ٕٞبٌ٘ٛس وٝ ٔظلاً ٔشؽ خب٣ٍ٘ سؼذاد 

داد. أب ثضٚد٢ ٔججٛس ؿذ ٚػ١ّ٥ ؿٕبسؽ دل٥مشش٢ ثٛجٛد آٚسد. ِزا، ثٝ وٕه اٍ٘ـشبٖ دػز  ا٘جبْ ٣ٔ دا٘ذ ٣ٔ ٞب٤ؾ سا جٛجٝ

سش٤ٗ دػشٍبٜ ؿٕبس٢ اػز  ثبؿذ لذ٣ٕ٤ ثٛد. ا٤ٗ دػشٍبٜ ؿٕبس وٝ ثؼ٥بس د٥چ٥ذٜ ٣ٔ 0:دػشٍبٜ ؿٕبس٢ دذ٤ذ آٚسد وٝ ٔجٙب٢ آٖ

ؿٛد.ػٛٔش٤ٟب وٝ سٕذ٘ـبٖ ٔشثٛى ثٝ حذٚد  ٔش٢ ٔـبٞذٜ ٣ٔٞب٢ ػٛ سش٤ٗ ٔذاسن ٔٛجٛد ٤ؼ٣ٙ ٘ٛؿشٝ وٝ آطبس٢ اص آٖ دس وٟٗ

اِٟٙش٤ٗ، ٤ؼ٣ٙ ٘بح٥ٝ ث٥ٗ دٚ سٚد دجّٝ ٚ فشار ػبوٗ ثٛد٘ذ. آٟ٘ب دسحذٚد  ٞضاسػبَ لجُ اص ٥ٔلاد ٔؼ٥ح اػز دسجٙٛة ث٥ٗ

 ػبَ لجُ اص ٥ٔلاد ثب أذشاًٛس٢ ػب٣ٔ، ػىبد ٔشحذ ؿذ٘ذ ٚ أذشاًٛس٢ ٚ سٕذٖ آؿٛس٢ سا دذ٤ذ آٚسد٘ذ. 6900

سٛاٖ  ق.ْ( اػز وٝ دس د٥ذا٤ؾ ػّْٛ ٘مؾ ٣ٕٟٔ ثؼٟذٜ داؿشٝ ٚ ٣ٔ>98_=7:٘خؼش٥ٗ دا٘ـٕٙذ ٔؼشٚف ٤ٛ٘ب٣٘ ًبِغ ٣ٌّّٔ )

 900_6;9اػبع اػز. دس اٚا٤ُ لشٖ ؿـٓ ق.ْ. ف٥ظبغٛسص ) ثٝ اٚ وبٔلاً ث٣« سـبثٝ»٤ٚشا ٔٛجذ ػّْٛ ف٥ض٤ه ، ٘جْٛ ٚ ٞٙذػٝ 

س٤به٥بر سا ثش دب٤ٝ ٚ اػبػ٣ لشاس داد ٚ ثٝ ا٤جبد ٔىشت فّؼف٣ خ٤ٛؾ ٕٞز وٓ  لجُ اص ٥ٔلاد( اص اٞب٣ِ ػبٔٛع ٤ٛ٘بٖ وٓ

دٙذاؿشٙذ ٚ ثش ا٤ٗ ػم٥ذٜ ثٛد٘ذ وٝ  آ٣ٍٙٞ ٚ ٘ظ٣ٕ وٝ داسد اػبع ٚٔجذأ ٕٞٝ چ٥ض ٣ٔ ٌٕبؿز. ف٥ظبغٛسط٥بٖ ػذد سا ثخبًش ٞٓ

ق.ْ دس 0=8ٚ س٤به٥ذاٖ ٤ٛ٘ب٣٘ وٝ دس  سٛاٖ ث٥بٖ ٕ٘ٛد. دغ اص ف٥ظبغٛسص ثب٤ذ اص صٖ٘ٛ ف٥ّؼٛف سٕبْ ٔفب٥ٞٓ سا ثٝ وٕه آٖ ٣ٔ

ا٥ّ٤ب ٔشِٛذ ؿذٜ اػز ٘بْ ثجش٤ٓ. دس اٚا٤ُ ٥ٕ٘ٝ دْٚ لشٖ دٙجٓ ثمشاى اصاٞب٣ِ و٥ٛع فوبٞب٣٤ ٔشفشق آٖ صٔبٖ سا ٌشدآٚس٢ وشد ٚ 

 دٞٙذ. دس لشٖ چٟبسْ لجُ اص ٥ٔلاد افلاًٖٛ دس ثبؽ دس حم٥مز ٥ٕٞٗ لوب٤ب اػز وٝ ٔجب٣٘ ٞٙذػ١ جذ٤ذ ٔب سا سـى٥ُ ٣ٔ

آوبدٔٛع دسآسٗ ٔىشج٣ ا٤جبد وشد وٝ ٘ٝ لشٖ ثؼذاص اٚ ٥٘ض ٕٞچٙبٖ ثشدب ٔب٘ذ. ٢ٚ س٤به٥بر ٔخلٛكبً ٞٙذػٝ سا ثؼ٥بس ػض٤ض 

ا٤ٗ «.دا٘ذ ثٝ ا٤ٙجب لذْ ٍ٘زاسد ٞشوغ ٞٙذػٝ ٣ٕ٘»داؿز،سب جبئ٣ وٝ ثشػشدس ٔىشت خٛد ا٤ٗ جّٕٝ سا حه وشدٜ ثٛد<  ٣ٔ

س٤به٥بر اػز ٕٞز ٌٕبؿز ٚ چٙذ٢ ثؼذ ٔٙجٓ ٚ س٤به٥ذاٖ ٔؼبكش ٢ٚ ف٥ّؼٛف ثضسي ثٝ سى٥ُٕ ٌٔٙك وٝ سوٗ اػبػ٣ 

ٞب ٘ـبٖ داد وٝ و٥ٕبر ا٘ذاصٜ ٍ٘شفش٣ٙ وٝ سب آٖ صٔبٖ دس ٔؼ٥ش ػّْٛ س٤به٣ ٌٛدا٣ِ حفشوشدٜ ثٛد  ادٚوغ ثب ا٤جبد سئٛس٢ ٘ؼجز

 د.سٛاٖ ٔب٘ٙذ ػب٤ش اػذاد لٛاػذ حؼبة سا دس ٔٛسد آٟ٘ب ثىبس ثش ٥ٞچ چ٥ض غ٥ش ػبد٢ ٘ذاسد ٚ ٣ٔ

دسلشٖ دْٚ ق.ْ ٘بْ سٟٙب س٤به٥ذا٣٘ وٝ ث٥ؾ اص ٕٞٝ سج٣ّ داؿز اثشخغ ٤ب ٥ٞذبسن ثٛد. ا٤ٗ س٤به٥ذاٖ ٚ ٔٙجٓ ثضسي وٝ ث٥ٗ 

ا٢ دس ػّٓ ٘جْٛ ثشداؿز ٚ ٔظّظبر سا ٥٘ض اخششاع وشد. دس  ق.ْ دس سٚدع ٔشِٛذ ؿذ ٌبٟٔب٢ ثّٙذ ٚ اػشبدا٘ٝ:56سب 5:5ػبِٟب٢ 

 اٖ ٔـٟٛس دس ا٤ٗ وـٛس ٚجٛد داؿز وٝ ػجبسر ثٛد٘ذ اص<د ٘خؼش٥ٗ لشٖٚ سبس٤خ چٟبس س٤به٣

آدبػشبٔجب)لشٖ دٙجٓ(، آس٤بة ٞبسب )لشٖ ؿـٓ(، ثشإٞبٌٛدشب )لشٖ ٞفشٓ( ٚ ثٟبػىبسا )لشٖ ٟ٘ٓ( وٝ دس وشت ا٤ـبٖ ثخلٛف لٛاػذ 

« ٥ِلاٚاس٣»حؼبثشا ؿٛد. ٔحبػجبر دس ا٤ٗ وشبثٟب جٙجٝ ؿبػشا٘ٝ داؿز ٚ حش٣ ٘بْ ػّٓ  سٙبػت ػبدٜ ٚ سثح ٔشوت ٔـبٞذٜ ٣ٔ

ٌزاسدٜ ثٛد٘ذوٝ ٔؼ٣ٙ دِجش٢ ٚ افؼٍٛ٘ش٢ داسد! ثب ؿشٚع لشٖ دٞٓ د٥ـشفز وـف٥بر س٤به٣ دس ٞٙذٚػشب٥ٙ٘ض ٔشٛلف ٌشد٤ذ ٚ 

ْ وٝ حوشر ٔحٕذك٣ّ الله ػ٥ّٝ ٚ آِٝ ٚػّٕبص ٔىٝ ٞجشر فشٔٛد دس ٚالغ 66:ٔـؼُ فشٚصاٖ ػّٓ ثذػز اػشاة افشبد. دس ػبَ 

 76:ثٛد. اػشاة وٝ جٙجؾ ؿذ٤ذ خٛدسا اص ػذ٠ ٞفشٓ آغبص وشدٜ ثٛد٘ذ دغ اص سحّز د٥غٕجش اػلاْ دس آغبص ؿٍفش٣ سٕذٖ اػلاْ 

ًّج٣ ا٤ـبٖ  ثٝ سٛػؼٝ ػشص٥ٟٔٙب٢ خٛد دشداخشٙذ ٚ ثضٚد٢ سٕبْ ٕٔبِه آفش٤مبئ٣ ػبحُ ٔذ٤ششا٘ٝ سا ٔشلشف ؿذ٘ذ ٚ ا٤ٗ سٛػؼٝ
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ش٥جٝ سٕبع ثب وـٛسٞب٢ ٔغّٛة وٝ ٔشدْ آٟ٘ب غبِجبً داسا٢ سٕذٖ ػب٣ِ وـب٥٘ذ ٚ دس ٘ سب اػذب٥٘بٚ دس آػ٥بسب ٞٙذٚػشبٖ سا دس اسٚدب

 ثٛد٘ذ رٚق ؿذ٤ذ٢ ثٝ آٔٛخشٗ دس ا٤ـبٖ ثٛجٛد آٔذ. ِزا ثب ػِٟٛز ٚچبلاو٣ فشًٞٙ ٕٔبِه دػز ٘ـب٘ذٜ سا دز٤شفشٙذ.
http://www.daneshriazi.blogfa.com 

 

 استقراری ریاضی الف(

٥ٌش٘ذ اكُ  ٤ى٣ اصاكَٛ ٣ٕٟٔ وٝ دساطجبر ثشخ٣ اصلوب٤ب٢ اػبػ٣ ٌٔٙك جذ٤ذ ٚثؼ٥بس٢ اص لوب٤ب٢ س٤به٥بر اص آٖ ثٟشٜ ٣ٔ

اِظبٞش ؿٟٛدٞب٢ ػشف٣، ثذاٞز آٖ سا سب٥٤ذ  اػشمشا٢ س٤به٣ اػز. حبَ ػٛاَ ا٤ٗ اػز وٝ آ٤ب ا٤ٗ اكُ ثذ٣ٟ٤ اػز؟ػ٣ّ

ب٢ ٔجش٣ٙ ثش اكُ فٛق ٥٘ض ٔٛسد سشد٤ذ ٚ سٛج٥ٝ ثشٞبٖ چ٥ٙٗ لوب٤ب٣٤، ٔـشٚى ثٝ ارػبٖ وٙٙذ. ِزا ٚهٛح ثشٞبٖ لوب٤ ٣ٕ٘

و٥ٙٓ اكُ فٛق ثبسى٥ٝ ثشاكَٛ اػذادحم٥م٣ دسس٤به٥بر لبثُ اطجبر  ٔب ٌٕبٖ ٣ٔ ثشدسػش٣ اكُ اػشمشا٢ س٤به٣ خٛاٞذثٛد.

 ثبؿذ. ٣ٔ

د< ل٥بػ٣ ٚ اػشمشا٣٤. دس٘ٛع اَٚ سى٥ٝ ثشا٤ٗ اػز ٘ف٣ ؿٛ ثـش٢ د٤ذٜ ١٣ٔ٘ٛع اػشذلاَ دس ا٘ذ٤ـ و٣ّ دٚ ا٤ٗ وٝ ثٝ ًٛس ٚد٤ٍش

اػشذلاَ هشٚسس٣ ٥٘ؼز.ٚا٤ٗ ٟٕٔشش٤ٗ سخٙٝ ١٘ٛع دْٚ ث٥ٗ ٔمذٔبر ٚ٘ش٥ج ؿٛد ٣ِٚ دس ٘ش٥جٝ دساػشذلاَ ثٝ سٙبلن ٔٙجش٣ٔ

ة احشٕبلار ا٤ٗ س٤ٚىشدٞب،حؼب ٌشدد. ٤ى٣ اص د٥ُِ اػشمشا٣٤ اػز. ِزا ٘ش٥جٝ ثٝ جب٢ اطجبر،ثب س٢ٚ وشدٞب٢ ٔخشّف سأ٥٤ذ ٣ٔ

ؿٛد وٝ ػمُ ػ٣ّٕ ا٘ؼبٖ دسسفشبس سٚصا٘ٝ خٛداغّت ٘ؼجز ثٝ احشٕبلار ل٢ٛ ٚهؼ٥ف  ثبؿذ، ا٤ٗ س٤ٚىشد اص آ٘جب ٘بؿ٣ ٣ٔ ٣ٔ

دٞذ. ٔٛاجٟٝ حؼبة احشٕبلار ثب ٔؼئّٝ اػشمشا ٥٘ض ثشاكَٛ ٚ لٛا٥٘ٗ خبك٣ اػشٛاس  ٚاوٙؾ ٘ـبٖ ٚ٘ؼجز ثٝ آٟ٘ب سشس٥ت اطش ٣ٔ

 .(=>57<>.)ث٥ٍذ٣ِ،و٥ٙٓ ٗ لٛا٥٘ٗ سا ثٝ صثبٖ ػبدٜ سمش٤ش ٣ٔاػز ٔب چ٣ٍٍ٘ٛ سػ٥ذٖ ثٝ ا٤

 مثال:

 ػذد ٔظجز، اص ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٞٙذػ٣ آٟ٘ب وٛچىشش ٥٘ؼز . ) ٘بثشاثش٢ وٛؿ٣ (. nطبثز و٥ٙذ ،٥ٔب٥ٍ٘ٗ حؼبث٣  

 : حل راه

 ٥ٌش٤ٓ ثب٤ذ طبثز و٥ٙٓ < سا ػذدٞب٣٤ ٔظجز ٣ٔ  

 

 ٚؿٗ اػز، ص٤شا <دسػش٣ ٘بثشاثش٢ وٛؿ٣ س n=2( ثشا٢ 5

 

و٥ٙٓ، ثٝ  داس٤ٓ ٤ؼ٣ٙ طبثز ٣ٔ ( ثش ٣ٔ 2kثٝ  k( ثّىٝ ثٝ كٛسر)ػجٛس اص  k+1ثٝ  k( ٌبْ اػشمشا٣٤ سا ٘ٝ ثٝ كٛسر)ػجٛس اص 6

ػذد دسػز ثبؿذ ،  kٞب ثشا٢  ٞٓ دسػز اػز. ٚلش٣ ٘بثشاثش٢ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ n=2k٘بثشاثش٢ ثشا٢  n=kفشم دسػش٣ ٘بثشاثش٢ ثشا٢ 

 سٛاٖ ٘ٛؿز < ػذد ٣ٔ 2kثشا٢ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ حؼبث٣ 

 

http://www.daneshriazi.blogfa.com/
http://www.daneshriazi.blogfa.com/
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= 

 ٚ  طبثز وشد٤ٓ ،ثب سٛجٝ ثٝ اطجبر اخ٥ش ،٘بثشاثش٢ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ثشا٢  n=2اص آ٘جب وٝ دسػش٣ ٘بثشاثش٢ سا ثشا٢ 

..............ٚ2
m .دسػز اػز ٓٞ 

 و٥ٙٓ . طبثز ٣ٔ nاوٖٙٛ دسػش٣ ٘بثشاثش٢ وٛؿ٣ سا، ثشا٢ ٞشٔمذاس ًج٥ؼ٣ 

q  ٗ٥ٌش٤ٓ وٝ اٌش ثٝ  ػذد ٣ٔسا وٛچىشش٤n  ثذػز آ٤ذ؛ ٤ؼ٣ٙ < 6اهبفٝ ؿٛد،دس ٔجٕٛع سٛا٣٘ اص 

 

 دسػز اػز ٤ؼ٣ٙ <  ثٙبثش آٖ چٝ طبثز وشد٤ٓ ،٘بثشاثش٢ وٛؿ٣، ثشا٢ 

 

 دسػز اػز . اٌش فشم و٥ٙٓ <ػذدٞب٢ ًج٥ؼ٣ ٚ دِخٛاٜ  ا٤ٗ ٘بثشاثش٢ ،ثشا٢

 

( ثٝ ا٤ٗ 5ثٙب٥ٔٓ ٘بثشاثش٢ )  ٚ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٞٙذػ٣ ث٥ٗ آٟ٘ب سا  سا سبٚ ثشا٢ ػبد٣ٌ وبس ،٥ٔب٥ٍ٘ٗ حؼبث٣ ث٥ٗ ػذدٞب٢ اص 

 آ٤ذ < كٛسر دس ٣ٔ

 

 سػب٥٘ٓ < ٣ٔ ثش٢ اخ٥ش سا ثٝ سٛاٖدٚ ًشف ٘بثشا

 

 طبثز ؿذ . دسػش٣ ٘بثشاثش٢ وٛؿ٣ ،ثشا٢ ٞش ػذد ًج٥ؼ٣ 

 استقرای كامل)قیاض متمم (:
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 <  مثال

 داس٤ٓ < طبثز و٥ٙذ < ثشا٢ ٞش ػذد ًج٥ؼ٣ 

 

 حل:

 ثب٤ذ طبثز و٥ٙٓ < (< دس حبِز 5) 

(5) 

 و٥ٙٓ )اػشمشا٢ وبُٔ ( ٞب٢ ٕٔىٗ سا ثشسػ٣ ٣ٔ حبِز

 ؿٛد(. ( دسػز اػز.)٘بثشاثش٢ ثٝ ثشاثش٢ سجذ٤ُ ٤5٣ٔب ٞش د٢ٚ آٟ٘ب ثشاثش كفش ثبؿذ ،ساثٌٝ ) ٚ <  اٌش ٤ى٣ اص دٚ ػذد الف(

( ثٝ ثشاثش٢ سجذ٤ُ 5ٔز ثبؿٙذ )ٞشدٚ ٔظجز ٤ب ٞشدٚ ٔٙف٣( ،ثبص ٞٓ ساثٌٝ )ٔخبِف كفش ٚ دس هٕٗ ،ٞٓ ػلاٚ < اٌش ب(

 ؿٛد. ٣ٔ

 ا٢ ٚاسد ؿٛد . ، ٚ ث٣ آٖ وٝ ثٝ و٣ّ ثٛدٖ ٔؼبِٝ ٌِٕٝ ٚ  و٥ٙٓ  < اوٖٙٛ فشم ٣ٔج(

 

 آ٤ذ<  ثٝ دػز ٣ٔ

 

 

 ٛع آٟ٘ب وٛچىشش اػز(.) سفبهُ دٚ ػذد ٔظجز اص ٔجٕ ٚ سٚؿٗ اػز وٝ  

 دسػز ثبؿذ ؛ ٤ؼ٣ٙ داؿشٝ ثبؿ٥ٓ <و٥ٙٓ ،٘بثشاثش٢ ثشا٢  (فشم 6٣ٔ

 

 :ٞٓ ، دسػز اػز، داس٤ٓ  و٥ٙٓ دس ا٤ٗ كٛسر ، ثشا٢  ٚ طبثز ٣ٔ

 

 

 ب( قضیه مقذار میانگین :

 < 1مثال

 طبثز و٥ٙذ وٝ ثٝ اصا٢ 
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  حل :

ٚجٛد داس د ثٝ  ا٢ چٖٛ  دس ٘ظش ث٥ٍش٤ذ. ثٙبثشلو٥ٝ ٔمذاس ٥ٔب٥ٍ٘ٗ، ٘مٌٝ ساس٢ٚ  سبثغ 

 وٝ < ًٛس٢

 

 داس٤ٓ <  دس  cدس ا٤ٗ حبِز سؼب٢ٚ ثبلا ثٝ ٔؼ٣ٙ آٖ اػز وٝ ثشا٢ ٔمذاس٢ ٔب٘ٙذ 

 

 ثٝ اصا٢ ؿٛد وٝ  ٘بٔؼب٢ٚ ٔٛسد ٘ظش اص ا٤ٗ حم٥مز ٘ش٥جٝ ٣ٔ

b 

 < 2مثال

 ٚ  ٚ سؼش٤ف و٥ٙٓ  اٌش  

 آٍ٘بٜ 

 <حل

 ٥ٌش٤ٓ آٍ٘بٜ  دس ٘ظش ٣ٔ سا دس فبكّٝ  سبثغ  

 وٝ < ثٝ ًٛس٢

 

  ٚ ٕٞٛاسٜ  چٖٛ <

  ِزا<                                      

 0دغ <          

 

 دغ <                                                    
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 میانگین هنذسی –ج(: نامساوی میانگین حساتی

 <مثال 

 داس٤ٓ < ٘ـبٖ د٥ٞذ ثشا٢ ٞش ػذد حم٥م٣ ٔظجز  

 

 حل:

 ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٞٙذػ٣ داس٤ٓ <–ثب اػشفبدٜ اص ٘بٔؼب٢ٚ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ حؼبث٣  

 

 مثال: 

 اهلاع ٤ه ٔظّض ثبؿٙذ طبثز و٥ٙذ . فشم و٥ٙذ 

 

 حل :

 ٚ  ٚ   فشم و٥ٙذ               

 ا٘ذ دس ا٤ٙلٛسر < اهلاع ٤ه ٔظّض ٔظجز ٞؼشٙذ ص٤شا  سٛجٝ و٥ٙذ وٝ 

     ٚ      ٚ 

 ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٞٙذػ٣ < –ًجك ٘بٔؼب٢ٚ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ حؼبث٣ 

     ٚ      ٚ 

 ثٙبثشا٤ٗ <

 

 <دٞذ  وٝ ثؼذ اصجب٤ٍزاس٢، ٘ش٥جٝ ٣ٔ

 

ٞب سا ًٛس٢ ٔشست و٥ٙٓ وٝ ٘بٔؼب٢ٚ ثٝ ؿىُ ص٤ش ثٝ دػز  سٛا٥٘ٓ جّٕٝ ٞب٢ ػٕز ساػز سا دسٞٓ هشة و٥ٙٓ، ٣ٔ ٚلش٣ ػبُٔ

 آ٤ذ . ٣ٔ
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 و در نتیجه:

 
 

 مثال:

 ثبؿٙذوٝ< ٔظجش٣ كح٥ح ػذدٞبa,b,c٢اٌش و٥ٙذوٝ طبثز

 

 آٍ٘بٜ 

  حل :

 دا٥٘ٓ وٝ  ٣ٔ

 

 ٞٙذػ٣، داس٤ٓ < ثٙب ثٝ ٘بٔؼب٢ٚ حؼبث٣ ٚ

            ,    

 ثٙبثشا٤ٗ < وٝ دس ٞش د٢ٚ آٟ٘ب سؼب٢ٚ ٚلش٣ ٚ فمي ٚلش٣ ثشلشاس اػز وٝ 

 

 و در نتیجه :

 
 ثٝ ػجبسس٣ <

 
 دس ٘ش٥جٝ خٛا٥ٞٓ داؿز <

 

 

 شوارتس –ت: نامساوی كوشی 

 مثال:

، ٘بٔؼب٢ٚ ٘بٔؼب٢ٚ  ز اػز ث٥٤ٍٛٓ وٝثبؿذ ،آ٤ب دسػاٌش 

 وٙذ ؟ سا ا٤جبة ٣ٔ   
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 حل: 

 شوارتس –تناتر نامساوی كوشی 

 

 

 مثال :

اص ٔظّض ثبؿٙذ، فشم  اص هّؼٟب٢  pٞب٢  ثٝ سشس٥ت فبكّٝ ٚ  ABCٔظّض  ا٢ دسٖٚ  ٘مٌٝ pفشم و٥ٙذ 

 ٘ـبٖ د٥ٞذ وٝ <  ABCٔح٣ٌ٥  ؿؼبع دا٤شٜ Rو٥ٙذ 

 

 ٔشوض دا٤شٜ ٔحب٣ً آٖ ثبؿذ .  Pالاهلاع ٚ  ٔشؼب٢ٚ ABCوٝ ٚ ٘بٔؼب٢ٚ ٚلش٣ ٚ فمي ٚلش٣ ثشلشاس اػز 

 حل: 

 ؿٛاسسض داس٤ٓ < -ثٙبثش ٘بٔؼب٢ٚ وٛؿ٣

 

 ٚ سؼب٢ٚ ٚلش٣ ثشلشاس اػز وٝ <

 

 ٤ب ثٝ ًٛس ٔؼبدَ ٚلش٣ ٚ فمي ٚلش٣ وٝ <

 

دا٥٘ٓ وٝ  ٔؼبحز ٔظّض اػز. ٕٞچ٥ٙٗ ٣ٔ Aوٝ دس آٖ ٢ آخش و٥ٙٓ وٝ دس٘بٔؼبٚ سٛجٝ ٣ٔ

 ؿٛد < ثٝ ٚػ٥ّٝ فشَٔٛ ص٤ش ث٥بٖ ٣ٔ Rٔؼبحز ٔظّض ثش حؼت ؿؼبع دا٤شٜ ٔح٣ٌ٥ 
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 ٚ داس٤ٓ < < در نتیجه

 

 ؿٛاسسض داس٤ٓ < –حبَ ثبص ٞٓ ثب اػشفبدٜ اص ٘بٔؼب٢ٚ وٛؿ٣ 

 

 ؿٛد وٝ < لشاس ٣ٔٚ سؼب٢ٚ ٚلش٣ ٚ فمي ٚلش٣ ثش

 

 ؿٛد وٝ   ٔؼذلاً سؼب٢ٚ ٚلش٣ ٚ فمي ٚلش٣ ثشلشاس ٣ٔ

 

 تناتراین داریم :

 

 ٚ سؼب٢ٚ ٚلش٣ ٚ فمي ثشلشاس ٣ٔ ؿٛد وٝ <

 

 ٤ؼ٣ٙ اٌش ٚ فمي اٌش <

    ٚ 

 ث(كارترد سریها :

 :1مثال

 داس٤ٓ <،٘ـبٖ د٥ٞذ وٝ ثٝ اصا٢ ٞش  

+…+ 
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 حل(:

ػذد٢ كح٥ح ٚ ٘بٔٙف٣ ثبؿذ ثٝ  ٔٙف٣ ٚ  ػذد٢ ٔظجز ٤ب كفش ثبؿذ،ادػب٢ ٔؼبِٝ دسػز اػز .فشم و٥ٙذ وٝ  ٚلش٣ وٝ  

 ًٛس٢ وٝ <

 

ٚ 

اػشذلاَ ٔؼبِٝ ا٤جبة  دسحب٣ِ وٝ اٌش حىٓ ٔؼبِٝ دسػز اػز. ٞش ٌبٜ   .

 وٙذ < ٣ٔ

 
 

 مثال:

 ٚلش٣ و٥ٙذوٝ طبثز 

 حل:

 دس ًشف چخ ٘بٔؼب٢ٚ ٔٛسد ٘ظش داس٤ٓ <ثٝ اصا٢ 

 

 ٚدس ًشف ساػز آٖ

 

 ثٙبثشا٤ٗ وبف٣ اػز طبثز و٥ٙٓ وٝ <

 

 اٌش ٚ فمي اٌش  ثشلشاس اػز ا٤ٗ ٘بٔؼب٢ٚ ثٝ اصا٢ 
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=12 

ثشلشاس٢ ٘بٔؼب٢ٚ ثذ٣ٟ٤ اػز ٚ دس  وٙذ٣ِٚ ثٝ اصا٢  طبثز ٣ٔ ا٤ٗ ٘بٔؼب٢ٚ ٔٛسد٘ظش سا ثٝ اصا٢ 

 ثشلشاس اػز ٚ ثشٞبٖ وبُٔ اػز. ٘ش٥جٝ حىٓ ثٝ اصا٢ ٞش 

 مثال:

 طبثز و٥ٙذ وٝ اٌش 

                         حل:

ٚ 

 

 دغ وبف٣ اػز ٘ـبٖ د٥ٞٓ وٝ <

 

 ٤ب ٔؼبدلاً <

 

٥ٌشد. ثٝ ٤ٚظٜ ثٝ اصا٢  ٣ٔ ٘ض٣ِٚ ٚ دس ٘ش٥جٝ ٔمذاس ٥ٙ٥ٕٔٓ خٛد سا ثٝ اصا٢  ًشف چخ س٢ٚ ثبصٜ 

 داس٤ٓ < 0

 

 وٙذ . ا٤ٗ ثشٞبٖ سا وبُٔ ٣ٔ

 مساوی تجذیذ آرایش :ج( نا

 سا  ٚ  ٞب٢  ػٝ سب٣٤ تعریف:
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 نامیم اگر هر دو افسایشی : متشاتهاً مرتة شذه میالف

 ٤ب ٞش دٚ وبٞـ٣ )٤ؼ٣ٙ  

 ثبؿٙذ . 

 ٘ب٥ٔٓ اٌش ٤ى٣ اص آٟ٘ب افضا٤ـ٣ ٚ د٤ٍش٢ وبٞـ٣ ثبؿٙذ. < ٔشوبد ٔشست ؿذٜ ٣ٔب

 ٞب٣٤ اص اػذاد حم٥م٣ ػٝ سب٣٤ ٚ  < فشم و٥ٙذ یه قض

 ثبؿذ دس ا٤ٙلٛسر < ٤ه سجذ٤ذ آسا٤ؾ اص  ٚ 

 ٔشـبثٟبً ٔشست ؿذٜ ثبؿٙذ آٍ٘بٜ< ٚ  اٌش  الف:

 

 ت ؿذٜ ثبؿٙذ آٍ٘بٜ <ٔشوبد ٔشس ٚ  اٌش  ب:

 

 مثال: 

 آٍ٘بٜ  اٌش 

  حل:

 سب٣٤  دس ا٤ٙلٛسر ثٝ ٚهٛح ػٝ و٥ٙٓ  فشم ٣ٔ

 ٞب ٔشست ؿذٜ ٞؼشٙذ ِزا ًجك لو٥ٝ فٛق خٛا٥ٞٓ داؿز < ٔشـبثٝ

 

 <  در نتیجه

 مثال:

 (chebyshev٘بٔؼب٢ٚ چج٣ ؿف) 

 ٔشـبثٟبً ٔشست ؿذٜ ثبؿٙذ آٍ٘بٜ  ٚ  ٌش ا
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 حل:

 ثب اػشفبدٜ اص ٘بٔؼب٢ٚ سجذ٤ذ آسا٤ؾ داس٤ٓ < 

 

 

 

 ٞب داس٤ٓ < ثب جٕغ ا٤ٗ ٘بٔؼب٢ٚ

 

 آ٤ذ . ٢ ٌّٔٛة ثٝ دػز ٣ٔ دس ًشف٥ٗ ، ٘ش٥جٝحبَ ثب هشة 

 حبِز سؼب٢ٚ ثشلشاس اٌش

 :مثال

 ٘ـبٖ د٥ٞذ < اٌش 

 

 حل:

 ٚ     ٚ    لشاس د٥ٞذ 

 دغ   چٖٛ 

 ما داریم :

 

 

 

 ثب اػشفبدٜ اص ٘بٔؼب٢ٚ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ حؼبث٣ ٚ ٞٙذػ٣ <
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 اص ا٤ٙىٝ <

 
ٚ 

 
 

 
 تناتراین :
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Abstract 

It is obvious that various mathematical topics and a variety of different methods of solving problems is very 

high. Sometimes focus on content and topics that largely lead the mind to solve a difficult problem. Of course 

some times because of lack of familiarity with methods for solving problems failed in pushing, one of these 

topics are unequal in all areas of math and issues inequality issues are the most attractive. In this article method 

that has often succeeded in solving the inequality we examined. Although mathematics is a creative art and for 

every problem can be many solutions offered. 
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